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uttd danrb Kiu^iUung dieser f>eiden Werte in 10)a: 

Qiid ;^euaa :iaf dieseiU- Weise entwickelt man: 

d. fa. fOr /Ai./«-i nnd />i./m-i dieselbe Recnrsiönsformi-l. Setzt man 
«lauu allgemein 

/>i.»K- 1 = ^' und 

10 erbftlt man znr Destimmung von x and y eine nad dieselbe qua- 
dratische Gleichung 
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Hoffmanm ütker dm KtMMbrwAmtwidDtinng ele. 



und, indem man den Nenner wegbringt and die rationaton und irra- 
tionalen Teile einander ^eichsetzt: 



28) 
29) 






und hieraus, indem man die mit Di^ mnltiplicirte 29) von der mit 
Dq^ multiplicirten 28) abzieht, 

30) ly^^—A .Dh^ - (- l)»+iAf 1. 

Aus diesem Satze folgt dann fOr 

t = n— 1 



der spedelle Fall der 9), ebenso der 18). 
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k 



t 



in einen Keltenbruch, 1| 

AaaOg^l — c'»/?»+i4-«ay«fi+ • • • +7» »«fi + l^s^Ä+i == ^ 

Zar Bestimmang von d's^i erhält man die Gloichong: 

Um nun ans dem System der Gleichungen 6) die Yerhältniss- 
zalüen für cr«|i, /9sfi, ... cos^i, ch^-i zu gewinnen, hat man nur aus 
dem System von (n — 1)/» Elementen: 

8) -—«'«» ö«5 fl'*^ • • • y»? 
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y» 



der Beihe nach die Ite, 2te, 3tc etc. Colonne herauszuheben, die 
übrigen Elemente zu einer Determinante zusammenzufassen und diese 
Determinanten mit abwechselnden Zeichen zu nehmen. 

Ehe ich aber zur näheren Betrachtung dieser Determinanten 
schreite, will ich durch eine andei*e Betrachtung Werte fUr die in 
denselben vorkommenden Grössen er«, /?«, ... ra«, e\ zu erhalten 
suchen; dadurch werden einerseits diese Grössen a, j?, y, ... allge- 
mein bestimmt, andererseits bieten eben diese Werte ein bequemes 
Mitlei zur Berechnung jener Determinanten. 

Bezeichnet man mit Hilfe der Kettenbruchdetcrminante den aus 



n 



den Quotienten 2^, ^xi ••• ^« gebildeten Näherungswert für -^A mit 
77— und setzt man in 

, a, VA''-- + ß.;^An-2 + ... + „^-e'. ^^ ^^ ^^^^^^ ^.^^ ,^^ 

m. 

!: so erhalt man links y^; schafft mau gleichzeitig rechts den Divisor 
d, weg und zieht man wieder 3a/>o,«-i + />o,s-2 in /)o,« und 
l ;*i2>i^-i+A,*-2 in Di,s zusammen, so erhält man: 
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Wenn man hier die mit 
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totste Oohmiie imr vor* 
Am 



letzten addirt und ebenso weiter jede mit j^ mnltiplieirte Ck)lonne 

znr voransgehenden addirt, werden sämniOiGlie Unke von der JXmr 
gonalreihe stehenden Elemente —0; da ferner alle Etomente der 
Diagonalreihe vom ssweiten ap wm — l rind, findet man: 
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Dnrch Snmmation der hier vorkommenden geometrischen Reihe er- 
halt man: 
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nnd hieraus findet man endlich mit Beracksichtignng von 13a) 
26) £ = (- l)»d,"-«[Z)b,."-iA>..-i — ^I>i,,»-»/>i^-i] 
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Parkas: Auflösung der 
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IV. 



Auflösung der dreigliedrigen algebraischen 

Gleichung. 



Von 

Herrn Julius Parkas 

Professor in Folgardi (Ungarn). 



Wenn 



I. 

Behauptungen. 



(1) 



WO m und n ganze positive Zahlen bedeuten mögen und m >> n, so 
erhält im Falle dass 



m 



Mod 









m 
n 



(2) 



dio unendliche Reihe: 



n Wurzeln, während die übrigen m—h Wurzeln unter derselben Be- 
dingung durch folgende unendliche Reihe ausgedrückt werden: 



(3) 



>'9'< 



: = .1,+ J,-f- J,+ ... *+*. 110) 

btnL-fatcD «ir ^<zi >«r irr Bui ■ ab äe ntioatUe GrtMe vnl 



onJneo ■> die Roihe (l<>j, vir falgl: 
(.t-i-.U-i-.li,— - )-fM, + J,|i-^4!.*i4-- -)-i-..- 

nnd bestimmen <iK Bedugaas der Coanrgeu ftr die Bnhe: 

.J,-r.l,»,— 4ä,*»+-- -(-Jh+,+J(i+i.4r+... (IS) 
l'QtcnchvidcD «ir ma dici nOe, liafiek: 

•>'. f<>- •-• 

Ist - 'P' l. Sit liat man 



^((l, + l)(«,+i)...(»;+«-0.(*+l.l(»,+2).. Cli+r) 
(l, = l(«->)+Y-rr-v. 

^ -= kT+V. 

Folglich ist 

t:„{^a±Sl*l\ f —II. ?! • 

als Ifcdingnng tk-r Convorgenz ht al^v 

{^^*-77,- Mod[,p-']' < 1 
oder 

!^^; .M0d(4,-ll<l 



Farkm$: Axf/USnmg Jtr dr$^iiedrigen 
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and, indem wir links Zähler und Neuner mit t' dividiren: 






(•-)-■ 



.Mod[g/>«-»J<l 



was in Bczng anf das Ungleichheitszeichcu mit (9) identisch ist. — 
Nun schreiben wir in (13) 



an die Stelle von [qp^^^Y und - an die Stelle von A; hernach 
suchen wir den Wert des Ausdruckes: 






(U) 



Gesetzt es sei 






-^'\ i^^j^t 




-)..\\-\-y. 



V6 



fr+tf-1 



— H/M 



VÖ , 



ITT— AH-^— ^=7— I- 



...( 



1+y. 






er— T 



■) 



/fW 



(l+..li±i)(l+,. ^4?) ... (l+^.^J) =^,(,), 



kann (14) auch so geschrieben werden: 



\ y'f^)'My) /y=o \ <fl 



4/' i(y)'/3W-/i(y) ]' 

___^y 

4y/«(y)'/s( y)T 



Betrachtet man die Werte von /,(y) und f^(y) , so ersieht man auf 
der Stelle, dass 

My>/«(y)>/»(y)l \ , 

* hat man 
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2 /^du , 2 /^dv 



n^ u 







b 

4 Pdu P P 
— ZI / ~ /^^/ sm9(a;)?«.C08V9'(a;).9"(a;)€/« 

% 

oder, da die Bezeichuung der lutcgratioQS-Variabeln gleichgültig ist, 
und wenn man 

2 ^ilu . , '2 rdu . ,, , 
A = - / — ^\VLq>(b)u, - I — smy {b)u 

2 f^du . , , 2 Pdu . ,, , 





setzt: 



«) 



2» = ^1 — 



00 ao '' 

0a 



sin <)p(a;)y . COS tp' {x)u . q>'\x)dx 



Wenn nun <p(x) eine ganze rationale Function von x ist, so ist es 
immer möglich 

9>W== Qtq>'(x)-^R,{x) 

za machen ; setzen wir diesen Wert in a) ein, so verwandelt sich das 
dreifache Int^ralc dieser Formel in 

2 /^^*/ ~ / 8in[Qi9'(-^)— --'?iW]'^cosg)'(^)M.9j"(a:)ffa; 



und dieses ist nach Gleichung I) 



X 00 ^ 

='-2 I ^^1 "7/ 8inÄ,(a:)r.COSc]p'(a:)w.<3p"(:r)cir 
a 

Dadurch ist auch 



«c _x 



2» = ^ j + - , I du I — /sin Ä, (x)y . COS qp '(x)m . fp"(x)dx 







'"he Form man einer ganz ähnlichen Beduction unterziehen kann. 
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bemerkt wenlen ma^ meK Uf dMS «K «bki r m «■ irog>p 
üons-Ioterr&lle seputrt fiege, Tiehwir ani fiaidbe, wie geMigt 
werden wird, so eingeeagt «odn, ius ^'(x) i> d^ piMB Illar- 
Ttlle TOD n Ins » du ZeUn tfAt iadcn kna. 



Die puticnlire 
gnlc n Hfilfe. deren Wot lädrt gi/miM wadea kaas. 



Du Integrale: 



s. .J'(^^-iU+^- ...+(_,>. ^^) 






wild dnrcb die bekannte Bdalion: 
in dna Doppel-Integrale 



^-^ 



■ + '-'>- '^ (0.- 1)1 h 



voirandelt nud ist daher 



- JW+w ■/'■■"■ i?TP +f <-■'■ (0'"'] 
, „.et!/ -'i^ , ,,. ^ /äf'rf, 

-'-""■(wrj/3+^'-<-"(2.):y . •^^ 
In äiinlichcr Weise findet mau 

-'-"* (2.+iy>./ ,-• 

Insbesondere Micsscu hieraus die Formelu: 
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Durch teilweise Integration folgt nun aus IV) 
f{u>) - i ^{h).\j^smfp{b)u. ^y^8in9'(% 







— /(«) . -^J — sm gp(a)w . - y — sm fp\a)v ^ 
b 

OD op ^ 

""»«./ "ttV Vy /'(«). sin g)'(aj)i'. sin y(a;)tt.rto 



a 

OD ,00 ft 



b o 

Von den hier auftretenden Gliedern gcstatttct das zweite eine weitere 
Reduction nur dann, wenn wir es in der Form: ' 

2 /^du Äto rf\x) . ,, ^ . , , ,^ . , 

0« 

anschreiben, also fiberhaapt nur dauu, weuu q>\x) zwischen x=a und 
xa-& das !Zeichen nicht ändern kann. Das dritte Glied hat dann der 
Formel I) zufolge den Wert Null und wir erbalten 



worin 




g>'{x) 



. sin fp*(x)v . sin ^(x)u . fp{x) dx 



zu setzen ist 

Um weiter za redscilflii, bemerlte nun, dias 

~»"./ 1.J V/ ^*'»(«)"'"»(»)"»W''» 

ö u .'. 

- »'./ -..y Tj ^w"^'*'*'-^ — 5 ^* 

n 

OS flicsst hicnaB doaaelbe lotegnde 

U 

Anch hier ist das letzte Glied iu Folge der Gleicliuug I) ideutJsch 
Nnll, indem qr>'(3-) zwiscbeii a und & nicht Null wcrdeu kaun; es 
bleibt somit 

/W - i.,+a.- J,/5/^7V:g)'lc„syW,.-ll,in»'W..,/. 

Ö Ö ä 

worin 

ü 
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die Beihe ^(x) besitzt also fflr alle x, für welche sie convergirt, einen 
Constanten Wert, nnd man kann auch setzen: 

/(le) =» ^{x) (Enler, Inst. calc. diff.) 

Man erhält dieselbe Reihe if;(ap), wenn man, im Besitze eines Nähe- 
rungswertes X für die Wurzel w?, den Wert von/(tr) mit Hülfe der 
Newton'schen Näherungsmethode zu berechnen unternimmt. 

Da solcher Art unsere Discussion auf bekannte Resultate und 
Methoden führt, so kann dieselbe auch a posteriori als genügend 
verificirt betrachtet werden. 
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n nons Tient donc 

Ainü lo moment d'Uertie de U sirf«ee Utiral« da 
troDc de cum.*, par rapport 4 bob aze, eat igftl la pro- 
«Uit de sa masBO par U demi-toune descarrisdei ray- 

Ulis dos deux baaes 

:>. tUott« ipkMvae. L'arc gtefntear, rtppotü k mm CMtn, 
P9i repreaent^ par l'^uHoa 

oni donnf 

rt par suitf 



\ons trODTons ainsi, ponr Ic moment d'inertie 



('«-?)^ 



Ed appelaDt « la distance dn centre de la apb^re aa plan de 
base de la calotte, il fandra prcndre eette integrale depoiax^A — U, 
jaaqv'i. x == Jl, ou Jf repr^srnte la bantenr de la calotte. Xons vof- 
ons ainsi qnc 

1 = ft.-JnRUtm—^ =• ft.iaRBUt—jSü 

OH 

(in) /= A/ff (ä— J). 

en d^Bignant par M la masae de la calotte sph^riqne. 

6. Zone «aeleonqne. Sapposons qne la zonc soit la diffärence 
des denz calottca dont ft et A' sont lea hanteurs, m et m' les maaseB; 
et soient // la hautenr et Af la masse de notro zone. Nons avons 



,^n.,(n-l)-„v{n-l). 



de r€volution apparienant h la sphkre, 49 

Or les masses m et m' des deux calottcs sont entre elles comme leurs 
surfaces ou comme leurs hauteurs, de sorte que Ton peut öcrire 

m w' m — w' M 

'h^¥ ^ h — h' "" H ' 
d'oü on tire 

Mh , Mh' 

On a ainsi, en observant que h—h*^ H^ 

/== J[/?(Ä«-Ä'»)-i(Ä3-Ä'3)] = 3/[Ä(A+/0--i(Ä2+ÄÄ'^^^^ 

Appelons r et r* les rayons des deux bases de la zone. Les 
denx ^galit^s 

nous donnent 

i?(Ä+Ä') = — L 1 — X-_ 

et, comme 

—*(**+** +* ) = 6 2 T 2 — ' 

il >-ient eniin, ponr le moment d'inertie de la zone, 

7. On peut donner a cette expression une autre forme. En 
effet, si V est le volume du segment spherique, qui est termine par 
la zone, on a 

■'-"«(-t-'+T) 

de Sorte qu'il vient aussi 

8. Zone sym^triqHe. Les deux bases de la zone sont Egales 
et Ton a 

r« = r'« = Ä2 — ^; 

la formule (TV) devient ainsi 

(VI) /=3f(Ä«-^'). 

9. ZoBe 4oBt r«Be des bases est an «rrand e«rele de la spMre. 
'Oans ee cas on a 



sDbstitnant lUi 

(VII) i^u(if-~^. 

lii. DeBi-nrfkte ifMrijM. PoMit H=R dana oKte a.- 
pi^ssinn (^11). oa troiiTe qoe 
(Vin) I — liOf- 

II. Smrikw b U «p fcfac. En büait ff— SU dam la fonnl« 
(VI), on A aussi 

(IX) /-§Jfll*, 

1-0 i|ui sVxpliqne f 



^ II. Moments d'inertie des solides de r^olntion 
par rapport k Taxe. 

V2. Farailf. I^ rooment d'inertie irnn solide de revalntion 
lar rapiHirt A l'ase est 



/ ■=■ l.Tp f n'tiy. 



oh f oxprinu' ta dousilo du sotido. ot oii o et A Bont los 
iV l'origino do^ plaiis ivirallölos extn-mcs. 

i;i. Cyliadre tirealaire pkli. Soieol r le rajon de basc ot 
Ä la liaut^nr du cvUndre: tVqitnlinu de la gciu^ratrice sera y = *■, 
i't Ton anra 



/ = l^p /Vv/j-, 



(I) / = lwj,V< = .V. ;, , 

M di'signant la massc du c-ylindrc- 

14. ('fllndre cr«ax. Si r vi ,■' sont ks ravons des deiis cylin- 
drea, dont la diff^rcDce i-st ogale :> uotrc solide, aous aurona 

(II) /- j7tpA(r«~r'") = iJ/(,-*-J-r'*). 

!.'>, Oflliidre cre«» inftBiment mlice. Si .- est lo rayon da 
cylindre intvrienr, r+rA- wra le rayon du cylindro ext^riewr. de sorte 
■inc Ton a 



de riüoluHon appartenant a la sphhre, ^\ 

eil negligeant les inüniment petits d'un ordre sap^rienr au premier. 
On trouve donc que 

(in) / = 2nQhr^dr = Jlfr«, 

attendu qne lo volume da cylindre est 2nrMr. 

16. C^ne pleiB. Prenons le sommet du c6ne ponr originc; 
r^quation de la g^n^ratricc sera y =» ra;, et nous aorons poor Ic 
nioment d'inertie 



= i^QJ \i^^^' 





on 

(IV) I ^ ^n^h ^ ^\Mr». 

17. C^ne ereiix. Si r' est le rayon de base du cone ext^ricur, 
nous aorons 

(V) /= ,i^«p(/*-r4) ^ ^A/(^+/i,. 

18. C^ne ereux iBfiiiineBt vdntt» PoQr r'=r-f-r/r. il noas 
vient 

(VI) / = ^nqhr^dr = ^Mr^. 

19. Trone de cdae. Soient r et r les rayons des denx bases 
dn tronc et ^ sa haatenr. 

Le tronc est la difference de deax c/ines, dont les banteors sont 
H-^-z et 2, r et r' ^tant les rayons de leor» bases. 

Designons par I\ I" et / les moments d'inertie, par rapport a 
Taxe, dn grand cone, da petit cone et da tronc; et par M\ M*' et 
M les masses respectiTes de ces solides. Nons avons 

d'oü nons tirons 

i^i'^r = t^(3/v— ^rv*). 

Cr on sait qoe 

M' AT ^^^' ^__ 

et par snite 
Hone U Tient 



20. fitgmtMi 
des dem bascs di 
ü laqnello il appa 

Le cercle g£i 
s«gment commo a 



E& appclant 
d'inertie, 



oü a ot £ däBignent les dlstincea da eentn tax den buea da Mgnuat 

L'inUgration nons donnc 

(1) / = TA,«f[15ÄXfi-<.)-10Ä»(Ä»-<.')+3<A6-«*)]. 

Soiont ;: la distauce du csDtre de la sph^ iL la Bection foite ä 
fgatcs diBtaDcoB des deux böses du segmcnt et <-, Ic rayon de cette 
Nootloii; nous avons 4vidomment 



(2) 








»- 


=-j. '--.+ J. 




m 


Noua 


™ 


tiroiis 


-»■ 












»= 


-„^ 


-H(b^ + i='lt' + 
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cc ijoi donuo, par la subsUtutioii daus (1), 

Si, dons cctto expreaniou, nons rcmplac^ns ■:■ par son äquivalent 
(3), nons tronvcroDS, apr^s rüductlous, qno 

ou 

(4) / = A«rH[57I»//»+15 (r,* - "*)- JW*]. 



ih rßiolulion appartenont ä la tphirt. 

MaiB nons avons bit roir (Archiv der Matbcmatik i 
Physik, T. LX, p. 327) qae 



doDt il vient enfiii 

Ou pent, ü la rignenr, rcndre cettc, expression iudependantc du 
rayon A de la sph^re. 

Ponr wla, ^Icvoiis an carre lea deux mcDibres de l'eg&lite evidente 
noos obteaoDs 



//« = äÄ» — r*— r's — 2y(Ä«— r*)(Ä* — /»), 

oa 

2V{fi*—r»)(Ä»—r'«) — ÜK^ -»■'—.■'«—«*. 

Elevant de Douveao an carre, oa trouve, apres rednctions, que 
4H»//» = (r»-|-r'')* + 2r*(//* — j-'*)-f-2r'»(ff3 — r») + ff*. 
Si Dons snbstituoiis rette valeur dans (VIII). Dona verrous ijuc 

(IX) /= iA7«pi/[10{. = + '-'')*+M"''-'-'') + 5.-'*(H'-»'^)+W']. 

21. Sefmeut sph^riqae k une base. Si la plus ])etitc basc est 
Dulle, oa a I-' = et la formulc präc^dcnto devieot 



*) Celle Klation i'obticot d'tullcms furikment. Nous avoni 
2r,*-2Ä» — 2i*, 



-(=+!)■ 






(X) 

resiütat confonno ü 

ria motus corporum solidoram, ap. TI, pnbLtf. 

PnisqnG l'oB a 

r^ = Hi2S — H) = 2Rff~ff>, 
cettc csprossion reneot uusi i U BDinnte 

(XI) i = ^MfHH?oiP—uxa+BB*i. 

■22. L'oM 4n teaes im Msaeat «t «b giui en^ 4e !• 
8]»h^n. Si r == if, on a r'* ~ iP — A', ce qü tnaaCorme U f<v- 

mtile (Vni) dans la sninuite 

(XU) /= a^neffaSÄ* — 10K*ff»+Sfl*). 

33. Scgmnt üyaCtil^a*. PniiqDe r — r', on a r* — Jl^ — -j-. 

ee qai donne 

ir.(r*+r'»)» = 60Ä*— 30Ä»ff*+*Jiff*. 
SnbstitQant dans In formule generale (VIII). on tronvo quo 

(XIII) /= ilj,nfH(2töR*~40R'H^+ZH*). 

34. Deal'Sphfrf. Lo moment d'inertie (XII) deneot celoi de 
la domi-spli^re. si l'on y iwso // = ä, ce qni donnc 

(XIV) /= r*5JipÄi= »,WÄ*. 
oil .V designc la nmssc de la demi-sphere. 

35. Sphäre. En foisant // -^ 27? dans (XI). lo segment devicnt 
la sphere enti^ro. et ccttc formale donne 

(XV) /= ft«eÄ^=p/Ä*. 

oft M esprime la uiasse de ta sphi^re ontiere. 

26. Sectenr sphMqne pleia. n so compose d'nn segment sphe- 
riqoe ä uue base et d'un cüne, qni a mi-me base <juc le segment et 
ponr sommet lo centre de la Sphäre. 

Soient r Ig rayou de base et IJ la liautear du sogmeut: la liau- 
teur dn cOne sera R — U. 

Ell disiguant par /' et /" les moiuents d'inertie de ces dcux 
Corps pw rapport ä Taxe, noos avons d'abord, en verta de la for- 
mnle (X) d'Eoler, 



l 



pnis, par la fonuule (IV) du cödc 

n novs rient par snito 

Puisqne 
noas avons 

^r^J^br^H^-\- //* = (1^+ //*)(-lr--r //^ = liBHit^BH—Sin^. 
Xous obtenous done. eu sabstituaiit 

oo, apres r^dnctions, 

(XVI) / = ,'',nQRWHV.R- H). 

Tel est k' inomeiit d'iuertie du serteur siiheriquc. tjni i'st t4?r- 
mine par la oalotte, ayant // pour liantonr. 

27. Seetcar sph^rique «reix. Si lo sottoui' s]»hm«iut' c>i la 
ditf^rence de dcux scctcurs pleios, dout Ics liantenrs respectivos sout 
H et H\ oü Ton a // >- //'. le inoim-nt d'inertie du solide, par rap- 
port ä Taxe, sera evidPinmont 

(XVII) / - ^,7tQR'[}iR(jn~ //'-) (// •- H'^)l 

2^. Corps eusreiidre par la revolatiou d-an se^ment clreulaire 
antour da diam^tre men^ par Tuiie des extr^mltes de Tare. 
Soient AMB Tarc du segment, ßO Taxe do rovolution et AC la per- 
pendiculaire abaissie de A sur B(J. 

D^signons par /, /', I" los moineuts (rinertic dea solides engou- 
dres par la revolutioii du segiaent AMBA, du secteur OAMBO et 
du triangle OAB autour de OB. 



■■' /• 



Nous avons, eii poi^ant OB =- 7?, CB =-■■- //, AC 

/'= f.ngRHn(:\R'^JI\ 
r=fi,7tQrH0C+CB) = ,\,ngrUf, 

ou, puisque r^ = HCJR - //), 

7"=- ,\,nQBn^(\H^-'Uüi+ir'). 

II nous vient donc 

/= A«^Ä3//2(37i~//)- ,i^.;cp/?//^(4/?-— 1Ä//+ //^;, 



c'est-Ji-dire 
(XTin) 

SCest U I 

(XK) 

Bitoar ru ihMrtw extMcv. Soint iT b in^aelkn de tna dn 
s^mont snr Tue de rtrolitioB; r et r' Im dhUMBMi dei ^■^» ^ *^^^^^^ 
de cot arc jk Tue. Rqrteeiüaw par /' le moMBt dlnertf» dl 
Segment sphMqne nHreqMBdut, par /" «tai da tnmc de etae qal 
a inciim bases et mfime kaataar, eafia par / le mmoBt ftaertta 
c)ierch6 de notre solide, qri eat la d tBfa faaea antfe eea den ctRpa. 
Nons avons 

n nons vicnt, par anitf, 

-12(r*+rV'+Hr'»+.T''+r'*)-3fl*3. 
Hais il est ais^ de voir ()ne 

- 3(r» — 4rV4-6r^r'^ — 4rr'»+r'*) - 3(r -r')*. 

Donc on a 

Si l'arc conimcncc i Taxe, on o r-'= 0; et comme 

3r* = 3H*(2Ä~//)« = 12Ä*W»~12Äff»+3ff*. 
il vient 

' = i4n»P^(32Ä''«*— 12Ä//S), 

/ = ^«fÄWä(eÄ — 3ff), 
comme pIns hant (n* 28). 

30. I« eorde da sermest clrcalalre est paralUle h Taxe. On 

a dans ce eas r = r', ce qni rWait la fonnnlc (XX) i la auivautc 

(XXI) /-= Tit,irpfl3(20Ä'— 3//*). 

ff* 
Fnisqne Ä^ -^ r* + -j- . on a anssi 

(XXn) /= A«#/rä(10.-»+Ä^. 



Dostor', EMoluation (Tun cetiain dittrminant. 
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VII. 



Evaluation d'im certain d^terminant. 



Par 



Georges Dostor. 



1. Nous nous proposons, dans ccttc note, de simplifier lo d^- 
terminant 

dans lequel la loi de composition des termes est facile k saisir, et 
qne nous repr^senterons par J, 

2, Posons 

notre d^terminant pourra s'^crire 

2il— 2a,, 2-0 — 2^,, ... 2Ä'— 2/j,j 
2^ — 202, 2B—2b2, ... 2Jr— 2^-J 
2^ — 203, 25—2*2, ... 2ä^— 2Ä? 



8 



2^ — 2aH, 2S— 2ä„, ... 2Ä'-2ilH. 
ou, par la misc cn evidenco du facteur 2 dans les n ligncs, 



2H 



.4 — ^4, jö — *i, ... K — kj 
A — Oj, B — *2, ... JK — k^ 
A — a«, B — bi. ... IT — Ä;, 



»39 



39 



-^-o», '' 



.. JC-^ ki 



Anx äemen 
monts correspoi» 



ot, L>B diviBSnt It 



Dans CO (I6i 
Ifgno doe tjlämoii 
dätennlunt devi< 



-6*. ■ 



Si nouii luoutons, anx i'lemcutB de la premiäre lignc, la 
des 6liineuts do tontes Ics autre« lignes, nons anroos onfin 



Oj, b„ ... 



Ainsi Ic d^tormiiiaDt dn troisi^me urdrc 

;a, + na — a„ 6j + 6a— «„ Cg + e, — e,j 



Do stör: Evalutition (tun certain d€terminant. 
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»1 *i ^11 

^ = 2^ o^ ^2 ^2' > 

«3 *3 ^'s' 

ce qu'il est aise do v^rifier directement. 

£n effct, si Ton ajoate la premiere ligne ä chacunc des deux 
suivantes, on obtient 

««+«3 — «15 ^2+^3 — ^IJ <^i+^3^Ci 



2a 



35 



2a^, 



2/^3, 



2tf* 



ou 



2» 



rt2+«3 — Ol, *8 + ^3— ^»1, <?2 + C8 — Cj 



«8» 
«21 



'3? 

'21 



'8 
'2 



U Bnffit ici d'ajouter u la premidre ligue la somme des deux 
autres, pour trouver que 

—«15 — *n — «-i 
^ = 2« 



oa 



«3 


«'s 


^•3 


«X ^2 'ä 




«1 ^1 ^1 




2» 


«2 ^2 ^2 
«3 *3 ^8 


t 



Untersuchungen über kürzeate Linien. 



Hat man auf einer Flüche ciac stetige Scbar Kürzester, weldie 
von einer stetigen Schar geodätischer Parallelon rechtwinklig ge- 
schnitten wird, so ist in jedem Schnittpunkte die Binonnalc der er- 
stem ideuUsch mit der Tangente der letztem; und nmgekehrt ist jedes 
orthogonale Ca rvensy stein auf einer Fl Aclie. \on der Kigcnschaft das« 
die Binormalen der einen Schar mit den Tangenten der andern zn- 
sammenfallcn , orthegonal geodätisch. Dieser Umstand gestattet ans 
das Prohlem der Kflrzesten von der Flächcntheorie abzatftsen und 
ansschUessIich auf dem Boden der Corvcntheoric zu behaudeln. Wir 
botrachten daher die FUchc nicht als gegeben, sondern orteilen einer 
Cunc eine solche Variation, dass sie KBrüeste onf der von ihr er- 
zeugten Flache wird. 

i 1. Entwickolnngsformchi. 

Der Bogen einer Cune sei «, die llii-htnugscosiuns ihrer Tan- 
gente/, 3, i, ihrer Hanptuormale /'. 3', li\ ihrer Binormale /, m, ». 
Betrachtet mau diese 9 Grossen als ein beliebiges Orthogonalcoef- 
ficientensystem, das mit einem (von n unabhilngigcn) Parameter >' 
varürt, so erfOUen ihre partiellen Diffcrentialquotienteu die Itclationcn: 



die FandamcntfL 
dass vin beliebff 



S. 3. Ergebniiie ans den voriges BeitiaBiagea., 

Unlencheidot nun die BetOnuimiipittcke dirOima ii ' rwet 
durch dcD Index 1, so OaA die BtctatsngacoriBu Omr Tiacstte 

A-I; etc. 0.1} 

Hieraus ergeben sich durch DUtorenliatiOB, weu maa 

w — fiGosv, w, — fistav 

setzt, die ihrer HanptnormBle 

/i' -^ /'coH V — /sin V ; etc. (12) 

/ugloich mit ihrer Krümmung 

^ = f m 

dann aus (11) und (12) die ihrer Binonnale 

/, = — fmav—fcosv; etc. (14) 

und dnrch neue Differentiation ihr Torsionswinke) 

»,=.v—ftr,d« (15) 

Femer erhalt man leicht durch partielle Differentiation der Oxir- 
dinaten die Wert« der FondamentalgrAssen 2. Ordnung der Fl&che: 

E-^K; F= — j(; G-^tK (16) 

hieraus die Summe und das Product der HanptkrUmmungen 






Rappe! VkUriudumgen Bbtr tSrsellr. Linim. Ctl 

and als Samme der Quadrate von (27) und (29): 

«•"•. = -.{' + 4^*')'! '»' 

Dien differentiirt gjebt gemäas dem Werte von Sij: 

. , iap( , 1 0** 3 /0p\«l 



I ist n&cb Ol. (29): 






Entwickelt man noch den Wert von sini; aus Ol. (3U), so findet man 
schliesslich : 



Vm^- 



.p)p3. 



Diese Belatiou zwischcu u, n, f ist demnach notwendige ücdiueung 
daflir, daaa mehr als ein Wert von ( die Gl. (6) (7) befriedigt, dass 
also mehr als eine Fläche für dieselbou u, n, g cxiütirt. Ist sie aber 
erfüllt, so vertritt sie eine der 3 61. (26), die bcidou übrigen können 
dnrcb tj und t erflUlt werden; folglich ist (31) ausreichende Bedin- 
gung dafür, dass sich ein bekannter Wert ( auf (+'i erweitern lässt. 
Noa ist nach (19) (23) (27) 

, _ l*«'j. = J*P. 
daher erweitern sich (, tr, ic„ (r, auf 

„ lh_ 5p. , i/p 

' 2Vteia«' '■-i-ri^y- 

g, !>. Ebene Kürzeste. 

Da f öfters als Divisor vorkommt, so ist der Fall p =0, wo 
die Kürzeste eben ist, besonders zu bebandeln. Derselbe hat um so 



>i und iD 9^ entbaltenen von i* abhängigen Addenden nichts bestim- 
men, and festsetzt, dass t, nnd #, reine Functionen von e sein soUcn. 



=■ ^ cob(t— *,); w, — (32) 

Sofern die Panmeter v, v hier durch t, t, vertreten «erden kAoiien. 
gehea die Fonneki (1) Aber in 

3/ Sf' 

i-f ^-^C08(T-#0 (33) 

% f ^^; = -i-in(.-*.) 

^ = 1^ - f'8in(.-»,)-/c05(t-#,) 

Hiemadi siad dio Grössen 

f^-'l\ cfc. (34) 

■mbbiBgig von «. Diffcrentürt mui sie nach (,, so erhilt man ge- 
mäss der letzten Formel: 

/,'=/'Bin(t— *,)-^/coB(t— *,); etc. (nnabh. v. «) 

nnd in Verbindung mit (3j): 

/, = — /"cofl(T— #,)— /Mn(t — *j)i «c. (onabh. v. «) 

/=_/,'c08(t— »,) — Z,8in(t — »,); ct£. (35) 

/-/','ün(j— #,)-/, C08(t—»,); etc. 
Femer ist 

dnrch Integration: 

(, = 1^' /*auc08(r-#,)-f-^" (ro Fct. Y. o) (36) 

Kon bat man: 

3^ =/3a+ttaD; et«:. 

daher nach Einsetzung des Wertes von (: 

x=/f3T,/a«cos(T-*,)-|-/l3t.o+F(»)i etc. 

oder, wenn man zar Abkflrznng 
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S = /l. 
sotzt: 

und nach Differentiation in Bezog taf h: 

/= SCOST+ rrint+fC») 

Vcrgldcht man diesen Ansdrock mit (36) rOeUebtlieh idiier FonB 

in T, 60 ergiebt sieb: 

S = (jsin*,— /"/coa», 

T l^ma^t—fi'aa^t; F'M — O 

Polglich Bind die dcfinitiTen Oleic^migeu der Fllohe: 

«-"Sfo— /■,'/0«cob(t— »,) — /,/B»»n(r— *,); etc. (87J 

Hier sind r^, j/^, z^ die CoordiuBtea eines FnnkteB, der von belieUgem 
Anfang bei Tariircni1''m v in der Tangentialrichtting dar geodätiscben 
Parallelen um willkuilidie, aber allen gemeinsame BogeneleineBta Bi^ 
fortracbt. 

Die Fl&clio iat, wie gleich anfönglich durch geometrische Be- 
trachtoog erhellen konnte, eine beliebige Canalflächc, erzengt von 
der ebenen Cur>-c h , indem sich jcJcr Punkt normal zu ihrer Ebene 
bewegt 

§. 6. Scbraßbonlinic als KQrzeste. 

Ein zweiter Fall, wo die Gl. (6) (7) steh leicht integrircn lassen, 
ist der, dass n nnd g unabhängig von » siud; die Curven sind dann 
Schranbcnlinien. Fahrt man die Kramnmngsbrclte k und den Tor- 
sionsbogen o ein, so dass 

| = g^ = tgi; «»+e« gi— -y 

also 

Sa 9ff 

«= jj- cosl; * ^= aT Bini (ff linear in «) 

wird, 30 geht Gl, (6) Über in 

daher ist anch i linear in k, g-j verschwindet, und Gl. (7) rcdncirt 
sich auf 



Hoppe; Untersuchungen über kürzeste Linien, 71 

— • 14.— ^- 1 — ^^ — ??i?^— -O 
duBv *du du du du cos k 



Beide Gleichungen verbinden sich zu 

8»<y .8^ & 

Budv du du^ 

woraus nach Integration: 

t ^ tQ-\-X'u (tQ Function von v) (39) 

dö cosl . ^ ^. 

g- = (c constant) 

u 
tf « tfo-| — cosA ((Sq Fct. V. v) (40) 

c 

cos*A sin A cos A .,^, 

;r = -^; p = ^ (41) 

Aus der 2. GL (1) links erhält man durch neue Differentiation: 

Ö^--(^'+q')/' oder 



Jetzt wird 



dö^ 



+/' = (42) 



wovon das allgemeine Integral bei constantem v lautet: 

/' = r, cosa+t'jsina (rj, r, Fct. v. f) (43) 

Dies differentiirt nach bei constantem v giebt: 

Isml—fcosl = — tyjSintf-t't's^^Btf) (44) 

Ausserdem findet man durch Elimination von /' zwischen der 1. und 
3. Gl. (1) links: 

g- cosA-f-Q, 810A = 
und nach Int^ration: 

ZcosA+ZsinA = r^ (Fct v. v) (45) 

Die Quadratsnmme der 3 Grössen (43) (44) (45) muss » 1 sein; da- 
her ist • 

^ um dem zu genfigen 



Hoppe: ünUrtudmitftn «6«r hStrzutt Lmiau 



73 



(0, fi) (R, fi) (R, ^-R) 
dann gehen die 61. (46) mit Anwendung von (49) über in 

/=8mA; ^ = — cosXcosI |-wj; ä= — coBAsml — r~+") 

Z = C08a; ms=8mlcos( r^j; » = 8inAsinl |-^l 

^. ^ , . fueosl , \ ^, /uco8il , \ 
f =0; flf' =• Bm^— ^^^ 1-» j ; Ä' =. « — co8(^--^ h» j 

Ansserdem hat man nach (50): 



tdv-^vBk 



o8m 
8inA 



Fflhrt man diese Werte in die Gleichnng 

und in die analogen ein, so findet man: 

X «= ttsini — cfdmcotk 



. /ucosA , \ 

(ucosl , \ 



z = ÖC08 



Statt 00 kann man anch v schreiben. Die Fläche ist ein Rotations- 
cylinder. In den Linien v » const. sind im ganzen alle möglichen 
Ktirzesten enthalten. 
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Lösimg einiger Aufgaben aus der 
WahrscheinUchkeitsreefanung. 



Von 

Simon Spitzer. 



Aufgabe 1. Drei Personen A, li um] c machen ein Spiel. 
Jede Person erlogt den (jlcichen Einsatz ' ■ Diejenige von diesen 
drei gleich gut spielenden Personen, die zuerst drei Spiele gewinnt, 
bekömmt den ganzen Einsatz Jir. 

Nach einiger Zeit hat 

die Person A 2 Spiele 
li 2 - 

C 1 Spiel 

gewonnen. Und nun unterbrechen sie das Spiel. Wie ist der Ein- 
satz if zu teilen? Wieviel gebührt der Person A, wieviel der Person 
B and wieviel der Person C? 

Auflösung. Um diese Aufgabe zu lösen, denke man sich, die 
3 Spieler spielen noch ein Spiel. Dieses kann sowohl der A, als der 

B, als der C gewinnen, und da alle .1 Spieler gleich gut spielen, so 
ist die Walirsclieinlichkoit zu gewinnen für alle .1 Spieler die gioicho. 
Gewinnt A, so hat A 'd Spiele gewonnen, ihm geblllirt daher der 
ganze Einsatz M; It und C gehen leer aus. Gewinnt li, so gebahrt 
ihm der ganze Einsatz M\ A und C gehen teer aus; gewinnt endlict 

C, so hat jeder der Spieler zwei Spiele gewonnen, und es ist k 
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Wird also, nacbdem das Spiel unterbrochen wurde, noch ein Spiel 
gespielt, so erhält 

der A entweder « 



oder 



M 
2 

M 

M 

m 

- - - nichts 

- - - nichts 

- - - nichts 

- - - nichts 

- - - nichts 

M 
"5 

nnd da alle diese 10 Fälle gleich wahrscheinlich sind, so erhält der 
A ein Zehntel der Summe, d. i. 

ebensoviel erhält auch der B und der C\ es bleibt also für den D 
und den E zusammen i^3f, und da diese beiden gleiches Anrecht 
auf diese -^M haben, so gebührt dem D i^M und ebenso dem E 

Aufgabe 6. Fünf Personen spielen nach den Bedingungen der 
vorhergehenden Aufgabe. Nach einiger Zeit 

hat die Person A 2 Spiele 

- - . B 2 - 

- - - C 2 - 
. - - /> 2 - 

E kein Spiel 

gewonnen; und nun unterbrechen sie das Spiel, wie ist der Einsatz 
zu teilen? 

Auflösung. Verfährt man genau so, wie bei der vorhergehen- 
den Aufgabe verfahren wurde, so hat man das nachfolgende Schema 
Hen: 



Anfgab 
Uino «erdon 
iBt die Wabn 



DoiEpio 
Los eine Mai 
Lob wird mit 

Dositni icb ein Los, so Ist die WaUrscbttollditca, ümm idi ge- 
ninno 






Besitze ich 2 Lose, so ist dio Wahrscheinlicliheit, dass ich gc- 
wioDO, nicht doppelt so gross, wie frtther, sondoni: 



Uj + U) 29_ 
= --(«,) -267 



Besitze ich 3 Lose, so ist die Wahrsch^lichkoit, dsas ich go- 
wiimo 



' (?) ■ 



^71 

'1174» 



Besitze ich 4 Lose, so ist die Walirschcinlichkeit, dass ich ge- 
winne 



S)±(|)±m±(?) 

(5) ""■ 



Spit^r: LÖ4WV 


timytr Aufyibtn a. d. Wai 














.^A.-i-J 


l, + -I.+ -- 


+A^ 


ist 




(:=;) 








"0 

cm 








"0 






C-t) 








" C) 





folgUcb ist: 



^3 


~ n—'i 


A. 


»— r-m+2 


4«-l 


- „-m+1 


A^ 


= 1 


A,, 


-H-"' 


A, 


= =iSi- 


Ai 


= ^i^-. 




«-r-m+2 




-■ .-«+1 ■ 
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nnd hlenuiB folgi 



BoiBpicl. Ist n » 3773, r — 18, M — 8 (wie Im 
der vorhergehcndon Aolgtbe) so tot: 

12 la 2760 18 2760 OTM 
'"» ^ 3772"*' 2772' 3771 + 2772*2771 9770 



oder kürzer 



J_r, 9760 8760 87691 

" ~ 231 L "*" 2771 + 2771 ■ 2770J 

"■= = Äll+0-996080 ... +0-999074 .. .] 



2.S1 



= 0-01293 . 



Anch dio Formel (2) ist uocli sehr complicirt, sie enthält i» 
Gliede, die langsam abuetamou. Wir wolten daher dio Formel (1) 
uoch auf andere Weise transformiren. Zn dem Zwecke bemorken wir, 
dasB der Zähler der Formel (I) eine arithmcUsche Reihe der r — Itcn 
Ordnong ist. Winl Aiosv siimmirl, so findet man: 

(3) 

(r)C=;)-(r)(:i^(3)a)-(:)a)H-^. 
C) 

. Diese Reihe lässt sicli auch so schreiben : 

tt« = 2/,-Ä,+Äa — S4+ ... 



■ C) 
* (:) 
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B% =. 



(?) g) 

C) 
C) 



ist. Nun hat man: 



mr 
* n 



Bz 



m— 1 


r — 1 


2 


n-l 


m— 2 


r 2 


3 ' 


n-2 


m— 3 


r~3 



n 



—3 



folglich ist: 

mr\ m — 1 r — 1 m — 1 



— 1 r — 1 . m — 1 m — 2 r — 1 r — 2 



3 n — 1 n— 2 
w — 1 m — 2 w — 3 r — 1 r — 2 r — 



r — l r— 2 r— 3 , 1 
»i — 1 n — 2 n — 3 J 



(4) 



und diese Formel ist äusserst bequem für die Berechnung. Setzt 
man in dieselbe 

und sucht man dann aus derselben das m, so findet man die Anzahl 
der Lose, die man haben muss, um bei einer aus n Nummern be- 
stehenden Lotterie, bei welcher r Nummern gezogen werden, wahr- 
scheinlich zu gewinnen. 

Aufgabe 15. Am 15. Januar 1879 waren von dem Prämicn- 
Anlehen der Stadt Wien noch 2772 Serien-Nummern unverlost. Bei 
der nächsten Ziehung werden 12 Nummern gezogen. Wieviel Lose 
dieses Anlehens (mit verschiedenen Serien-Nummern) muss man be- 
sitzen, um wahrscheinlich zu gewinnen? 

Um diese Aufgabe zu lösen, hat man in den bis- 
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X. 

Miscellen. 



1. 

Sar un th^or^me eoneemant les s^rles trigronom^triques. 

Dans le tome 72 du Journal de Grelle, M. Cantor d^montre le 
th^oröme suivant: 

„Si nne s^rie trigonom^trique 

(1) cif^'{'C^co^'\-h^^\s^'\'a^co%2x'\'h^^m2x'\',^^ 



„est convergente ponr toutes les valeurs de x coraprises dans uu 
„certain Intervalle («.../?), les coefificients a^i et In tendent sur 
,,qaand n augmente ind^finiment/^ 

La d^monstration de M. Cantor etant assoz longuc je pense 
qa*on ne verra pas sans int^rSt une d^monstration plus simple de 
cet important th^or^mo. La sörie (1) 6tant convergente pour toutes 
les valeurs de x comprises dans Tintervalle (a . . . /?), le terme g6n6ral 

An =» an cos tu; -j-^n sin 7u; 

tend vers quand n augmente indefinimcnt pour toutes ces valeurs 
do X, Appelons Bn la plus grande valeur absolue que prend An 
lorsque x varie de a si /?; cette valeur Bn tend ^galement sur 
qnand n augmente indefiniment. On peut donc d^terminer un entier 
m tel que pour n « i» et pour n > m la valeur de Bn seit plus 
petite qn'un nombre E si pctit qu'il seit 

Soit alors x une valeur determiuee quelconque prise dans TintiTvalle 
''"••• A; on a en valeur absolue 



i:t2 r 

dicsplbfii Werte ha 
oJer sie linl Untei 
iiiittjr weliiliou (las 
iliT Ciinc im Unei 
nmu (k'ii Duii'liscli 
Linie lin.stimmt. St 
tercii 

ilic VorlLillliiissabstii 

Oller, ivonit wir die 

W iK'/eioliiieii : 

(4(1) 

Durch ATil!(~>siin(t di 



SelxGii wir lUosu \A 

utistüiiili' <ler iiiunul 



IW l!i»iii-aii.l ilH- ' 

i«,;',+.,;',+,,jy- 
u;'-l-'ir+",>,' 

D>-^ aluT nach 
> 

■ A 



als allgtiUK 
und d(»n i 

Wir w 
Krcispniikt 
CS einerlei 
mit dem in 
setzen also 



welche ciii 
Kreises wii 



Die Gliodci 
Donu iinka 
Die Gloicbniig wird also 

«I»»»l"» + ''l»3«l»3+V3"l»S = 

setzt, mit 2 mnltiplicirt unt 
Alles nach rechts briugt: 

oder nach Division durch ii,'\-*»-\-h m"*! indem man 5 -= < 

setzt: 

(49) = (ff— »i)»»wj+(ff— 'jKwi + C«— «sK»! 

Um iiieraus die Axengloichnug des Kreises zu erhalten, ninss mati 

nach 21. den Coefficienton von utuj durch ■,«/ dividirou, die Untcr- 

dctorminantcu hilden und diese als Coofficionten der Axengleichung 

nehmen. Jene Determinante ist nun 



lA den Glekhvngtn 1. und 2, Grade»* 
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-'s)' 
iTi «'s 



* = 



Die Axengleichnng wird also: 

oder nach Mittiplication mit »^W- 

(50) »iH«-»i)W-h»A'-H)%*+HH<i-'<f)W = 

Zar Bcstiminnng der YerhältnissabstäDde der unendlich fernen 
Punkte dieses Kreises benutzen wir nun die Proportion (42). Wir 
haben dann zu setzen: 



\PiPiPs 



Tj r, Tai 



«»{ö— «s) 



also 



^1 **= V»(<'— «sX*»—*») 



7?jj«: *i*2(ö — «i)((F — «2) 

Die übrigen Unterdeterminanten sind = 0. Ferner ist 



P = 



Q = 



*1 *S *8'. 

^1 ^2 ^ti 

P1P2P» 
*1 *2 *3 
»•l ^Ä »•» 



= *i*2«n(<y— «8){<^— «ft) 



= »i«!»*rt(<»— «i)(<y— *a) 



»rj r^ Tg. 
Um endlich (Ah)^ zu erhalten, hat man die Determinante der Gleichung: 

i MJia—s.y 

i ü V(<F — *3)2 

ZU nehmen, jede Unterdeterminante derselben vom Index // mit »ntj 
zu multipliciren und die Producte zu addiren. Es ist also 

Setzt man diese Ausdrücke in die Proportion (42) und bezeichnet 

(A )- 
' "Vt"« ^^^^ ^^ 8^ ^'^^^ "^^^^ ^^ nötigen Reductionen: 
't *» *« 



Dies sind also 
gemotDBamoit 
beliebig gelegt 

35. Es a 



die allgemeiB 
WcDu die De 
zwei Factorcn 
darstellen, die 
gin&r, so gci 
beiden imagin: 
Unendlichen 1 
reelle Verliiml 

Zerfilllt I 
gloicbniiK des 
anf diese die 
worden. Odei 
fahren, wie es 



Das iii V 
schnitte auge< 

der Kbene und des Raamea auszudehnen bleibt einem spater lieraas* 
zugebenden Lehrbuch vorl>ehalten. 



Amutiir: Zmr Thnrit der Fk$sfmnktencHrven der Ktgthckninc, \'u\ 

Paukte p. Die Gerade qp' ist aas demselben Grunde die Nor- 
male r' in /. 

Um den Krümmnngsmittelpankt M des Punktes p zu bestimmen *) 
fiUe man vom Schnittpunkte a der Diagonalen des Rechteckes pJntj 

dne Senkrechte ab auf nn\ h mit /l verbunden giebt auf t den ge- 
suchten Pnnkt M 

Di A/der Schwerpunkt des Dreiecks dnq ist, ist: 



und in Folge der Construction 
daher ' 



3/S = a-o II ^iä' II X. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt der Geraden /In uud des Krei- 
t mit L, so ist 



69 ist aber auch 

also 
nnd daher 



AT — ^^ 

/IL= ^. 
— — 2 . ag ^*Ä 

aL = aÄf 



^^ll^vB^j'IlV. 



Die Gerade ML geht also durch L und ist parallel zu der Tau- 
ßcnle a/ des Kreises T in », sie ist also die Tangente des Kreises 
«in l. 

Damit ist bewiesen, dass der Punkt M der Evolute der Kar- 
dioide C ein Punkt jener Kardioide 6'' ist, welche t zum Trägerkreis 
ond (J zur Spitze hat. 

Beschreibt man über öL als Durchmesser den Kreis /«' uud ver- 
l^indet seinen Mittelpunkt v mit M^ so erhält man ein gleicbschenk- 

%8 Dreieck vLM^ welches LM zur Dasis hat. Es ist Wkl. a, =r jjj. 

Die Geraden vL und ^f 9s stehen auf einander senkrecht (^f Lv im 
Halbkreis) und weil wie bewiesen wurde aL = ^iM^ also a^ =* j?2 und 
«i+ffj = 90^, ist auch /^i+jJg = 9Cy^ es steht demnach auch vMU. 

""^ Prof. Dr. 1 '"--v: „Construction des KrÜmmungskrcises etc." 



Die Normale 
Kreises k' im Fd: 
dcmsGlbca Puokte. 

Es ist leicht f 
C dieselbe Bltckl 
Jlt Evolnte parall 

Die p^uiferuiiii 

Itczeicbnct nia 
l^culo U mit S' und sind Z(,', B^' die BcrtLbmngqiniikte tob if, n 
besteht folgende Proportion: 

daraus folgt: 

3. .,Dio wccliselwoisou Terbiudungslinlen der Be- 
rUliruBgspuulite der Doppeltanscnten der KardioMa 
uud ihrer Evolute »chueiden sich im Mittelpunkte dos 
Grundkreisos der erstem." 

Es berlarf nolil keines Itewcises, das» der KrUmiiiuuggmittelpunkt 
M' des Punktes ji' mit S t erlniiiden eine Gemdc giebt, die auch 
l)arallel m j- ist, <lass ferner </;/= i' dies Normale von Ü in p' die 
Tangente von (," in -1/' ist. Wir können also si^en; 

4, „Auf demselben Punkte ^ von <^ liegende l'uuktc 
der Kardioide haben jene Punkte der Evolute ku Krttni- 
muugsmittelpunkteu, welche auf dem zu r parallelen 
Strahl / von S liefen." 

Da der Wiukel ji^n'= biC ist, ist amli Tt'= iHj". Der Durcb- 
schnittspunkt q von r nnd t' liegt auf dem Kreise /■. 

■>. „Die Tangenten iu auf demselben Strahle von A 
liegenden Punkten der Evolute stehen auf einander 
senkrecht, der geometrische Ort ihres Durchschnitts- 
punktes ist der Grnudkreis der Kardioide." 

Die Gerade r' ist otteubai* die Tangente des über Jk als Durch- 
messer beschriebenen Kreises im Punkte q. Woraus mit Deillck- 
Eichtiguiig des Satzes I. C. folgt : 

6. ».Beschreibt man über die dureli den Punkt ^ eines Kreiees 
gehenden Sehnen als Durcbmesüer Kreise, so uinbmicn diese efn» 
Kardioide mit der Spitze d. 
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gcndcu Punkt ^ 
au T treffen h 
JM' ist alsWii 
ilic in R]' resp. 
bilden, sei •i<^, c 
Derselbe Wi 

%' im Kreise T zugleich mit ju bezOglich R s^imetrisch liegt: 
^7Vt,' = tf', also Jn,n,'=„. Ebenso liegt der n^ gegonfiber Ho- 
gende Punkt Kj mit «j' symmetrisch gelegoo, daher ^»^'k^' — g- 

Aus diesen llclatiouca folgt, wenn man 4%^=- m,' and wie firQhar 
^iTj = »4 setzt: 

«!,'= -Vsiu 2-> f«, = 2rcoSy 

1) . . . . f,'-=|m,'=^fsiU2, 03'= il'«a = 4'"tM>S2 • 
daher 

iJ) e,'*+p.'^= ',^*- 

12. „Die Suminu der Quadrate der Krümm iiugsradivn 
von Punkten der KarUioido, welchü auf dcmBelbuu 
durch ä und P gelegten Kroiae ]iügcu, ist coustant." 

Vergleicht man die Gleichung 2) mit der Gl, Ui. n nud setzt mau: 

Ci' = Pi 
Bo ist auch 

es' = ft 
und niau kauu demuacti sagcu: 

la. „Der durch den Punkt p, der Kurdioidu uiul J, 
P gulcgto Ki'ois trifft dieselbe in uiueiri Puiiktu p, dos- 
acu bezüglich R syiiinietrisch gegoutlbLT liegciuU-r 
Punkt mit pt auf demselben Struhli; von 4 Hegt." 

„Jeder durch /*, f' gelegte Ivreis schneidet die Knr- 
diuide in zwei Punkten, deren aymmotriücb gelegene 
mit dienen wechselweise auf denselben Strahlen von J 
liegen.'' 

Aus ül. U. 1. ist weiter ersicbtlicb, dass 



fack sich i 
seh D Ute g 

Dio e 
giir uioht 
der habet 
spicio der £,iiveiup] 

I. 

„Die negative Fusspuuktcurve eines Kcgelschuittcs, 
fQr eiDen beliebigen Pnnkt der Ebcue als Pol, ist eino 
Cnrvo vierter Classc, sechster Ordnnng, Sic hat die 
anendlich ferne Gerade und die Verhindungslinien des 
Poles mit den imaginären KreispnnkteD zu Doppeltan- 
genten; ferner vier Doppelpnnkte und sechs ROckkehr- 
pnnktc." 

Ein StrahlenbUschel p schneidet einen Kegelschnitt T in Paukten 
einer Panktinvolntion J. Fallt man in diesen Punkten Senkrechte 



I) Kr» nichdom dio AbhanUlang : „Theorie il. negnt. Fusspuaklcurritn" 
(siehe il. Vorige) dem Drucke Qbergebon war, hüben n-ir brmerkl, data 
cioige der dort citirteo SlU« »ich bereits in dem genannt?!! Werke von Salmon- 
"iedler vorfinden. 
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Evolsle 

Dan 

«Di 
Scheite 
welche 



Inflesion 
Oenden 



sclboi 

Kcgolscnniiies uer x^oene. 

n. 

lu j(Hlem Ihinkte einer SoppeltangeBto darebacAHUHi liA ■ 
Erzeugende, so in dem Pnnkte ß der Dom>eltugeiita ^i fie Qoi 
ii|3 und nß. Rückt a-^', mithin auch n rnuadüA uJw an >, 
(turchsciineidoQ sich in ^m dieser Lage ent a pTBche i idaa ftiUi 
drei unendlich nahe Tangenten; «orans man wieder iililliMi« k 
<las8 die Curvo sechs auf den Dtqipeltaiigenten liegeoda BOcfcbi 
imiikte liat. FQr die Ber&hnmgsininkte der Doitpcttaasentca ^„ 
erficht sich auch die bereits nachgewiosme E^ienschaft, daa* «c 

auch 

ist. 

Ist 7" eine Ellipse und '/ i-inor der Selmiftpnnkte der Dop 
taugcnte d^ mit T, so hat die zu /•/.' ])aRil1clc Tangent« y des Ke 
si-liiiittes offenbar die Eigenschaft, das» ihr zwischen den Dop 
tangout^ii J„ ^j gelegenes StOck d(T Länge nach gleich ist dem 
liaralK'h'ii Durch nicsser von '/'. Sie ist oine '/' und 64" genieinscli 
liehe Tangente und nach (1. A. A1I. 3.) ist audi ihr Brrfihruugspi 
mit V, der norflhningS])unkt ^ou f'i" mit '/'. 

„Dil' Ellipse licriUirt donunch die Astroidc in v 
reellen Punkton, deren Tangenten parallel sind t 
Seiten des von den vier reellen Spit/en der Astro 
Kehildcten Parallel o gram nies." 

Ist '/' eine Hyperbel und '• reell, so ist // imaginär, woi 
folgt, (tass die Hyperbel die ihr /ugebörigc Astroidc 
vier imaginüren J'nukten berührt. 

Die Asymptoten «, «' eines Kegelschnittes werden durch je 
Paar cunjugirter Dnrclimesser burmouiscb gctremit; sie sind dcmn 
enlsprecliendc Strahlen der Strahleu-luvolution j, j- und ihre uue 
lieh fernen Punkte, alsn die unendlich fernen Punkte des Kef 
Schnittes T einander entsprecheinlc l'rinktc der er;(cugenden Re 
^., und des Schnittes f' von j- mit der unendlich fernen Geraden. 

Den Schnittpunkten von 7" und ^,[, als Punkten tlcr Reihe 
entsprechen in tier Reihe i^., nach (L A. Art. 2.) die Derdbrnn 
punkte des Triigors dieser Reihen mit (4''; es gilt daher der Sati 



Arnes t der: Aslroiden. 
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„Die Astroidc eines Kcgelschiiittes, berührt die un- 
endlich ferne Gerade in ihren Schnittpunkten mit dem 
Kegelschnitte. Die Berührungspunkte sind Rückkehr- 
punktc und reell, wenn T eine Hyperbel, imaginär, wenn 
T eine Ellipse ist.'' 

Ist T ein Kreis, so stehen ^], z/^ ^^^ einander senkrecht, und 
da alle Dorchmesser des Kreises einander gleich sind, ist auch das 
zwischen ^/j^, d^ gelegene Stück der Erzeugenden constant. 

Es ist leicht aus den Eigenschaften der allgemeinen Astroidc die 
der orthogonalen abzuleiten. Bemerkenswert ist jedenfalls die Eigen- 
schaft der orthogonalen Astroidc, dass sie die unendlich ferne Ge- 
rade in den imaginären Kreispunkten berührt und diese Punkte zu 
Spitzen hat. 

Wien, 29. Mai 1879. 



Jeiiachfleni (iT^-KT^O, ist d oder /; weiter vou der Tan- 
gente AX eotfcrnt, wäbrcud Übrigens immer beide auf der positiven 
Seite von ibr liegen. 

(jr— Är = zeigt an, dass Q uud R zusaiunicn fallen. 
Nach 15) und 16) ist jedenfalls '■■"• 



I 



1?) HT- Kr =:i,tf„'V + 
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eine mdehnung; insbesondere die Idehnung Linie, die 2delinung 
Fläche. Eine »/idehnung, in welcher die »j, ... a,, nur in linearen 
Kclatiouen stehen, heisst linear; insbesondere die lineare 1,2 oder 
«klehnnng Gerade, Ebene, Kaum. 

Die Entfernung zweier Punkte (a-|, ... x„) und (a*/, ... ir,/) 
von einander ist 

Folgerung: Die Gleichungen einer Geraden lassen sich stets 
in der Form schreiben: 

»"i = in.o+^iM; ... j'u =^ ■ä'„,Q-\-fi,itt (1) 

wo n die Entfernung der Punkte (:ij, ... i*'«)(ai,o, ....r«,o), erstem als 
variabel, letztern als constint gedaclit, als einzige UnnblWingige aus- 
drückt, und 

ist. 

Winkel zwischen 2 Geraden (unterschieden durch den Accent) 
lioisst die Grösse, deren Cosinus 

ist; die Geraden heisseu normal zu einander, wenn 

Coordinatenaxen heissen die /i Geraden, in denen alle Grös- 
sen ri.o, ... itu,o und alle Oj, ... a„ mit Ausnahme einer der letztern 
null sind, so dass die Gleichungen der A-ten (.oordinatenaxe lauten: 

n - (k^ l) 

Folgerung: Die Coefficieuten von u in (1) a^^ ... a,« sind die 
Cosinus der Winkel zwischen der Geraden und den einzelnen Coor- 
dinatenaxen; sie mögen dieRichtuugscosinus der Geraden heissen. 
Die Coordinatenaxen sind zu einander normal und treffen sich im 
Anfangspunkt (0, ... 0). 

Sei 

ai,t*+...aM,Jk* =1 \ (A- = 1, ... n) \ ,, > ,. 

<«l,k«l,A + . . . an,k(hi,h = ^ (Ä = 1, . . . «) * 
«A.l* + • • • «>l.M^ 



;,l fix,\ + . . . ax.t, axu == ; (x = 1, . . . 7/) ' ^ 



dann sind ^i, ... y« Coordinaten desselben Punkts wie a-j, ... a*«; 



I 



wo / ilie Liingc lics Lotes l)pzci(;linpt, mithin: 

I'- {^,-71)'-^ ■■■(':• ~r-)' (9) 

iiikI nach P^liminatioii ilor i-k /wischen (7) (8) : 

'■^"1 -ri)+ ■■■''-.(«..-^) = l> (10) 

Fcnicr masBcu die Coordinatcn (6) die Gl. (3) uuabhftngig von 
■ hpfi " ■ ■ 



fUr mehrfachen Auxdehnunge», 



19,1 



Dnrch die n — m Gleichungen (11) werden w — m Grössen /> auf die 
m übrigen reducirt, welche dann willkürlich bleiben, so dass dio 
Gleichungen unabhängig von ihnen erfüllt sein müssen. Wir setzen 
daher eine unter ihnen ijk = l, die übrigen m — 1 Grössen // - 
nud snbstituiren successive für die eine alle andern. Zur Abkürzung 
sei 

Ex =» rti,;. «, + • • • ^'m.-?. «'» — ß>' (^^) 

dann lauten die Gl. (10) (11) (12) 

Cfi — }'k + ÄOT+l(aw+l — ym+l)+ ...^'«(«u — }'.*) -=^0 (M) 

«i.A(cf, — yi) + . . . ««.;.(«« — >'«) = ^-A (IG) 

Setzt man nun 

«t — y* = «u^-''i + ---^*.»'-»»'^«-w + ^* (^• == 1, ... n) 
9o geht Gl. (14) aber in 

(«4,1 + Z^m+l «m+1.1 + • . . ^'i»«»/,l)A', + . . . 

-{-(«Ir,»— #M ~{-^w* + l ^'ni + l.n— ««~p • • • fhtfhtM—mfl'-n- ut 
-j- i'* + ''««+ l^w + 1 +.. . ^'i Jf,, =^ < > 

Die Klammem verschwinden sümmtlich nach den Gl. (15). wi*bho 
duroh die // erfüllt werden können, und os bleibt: 

/?* + *«* + l^^»«+l + • • . ^^"^'h = (k =1, ... in) (17) 

Gl. (IG) wird: 

(^i./.ai,i + • • • ««./.'Oj.i)/''| + . . • 



//« 



ilas ist nach den Gl. (4): 

01.Ai?i + • • • On,).lin = (A =- 1, . . . 7» — «0 



(1.^) 



J)\e n homogenen linearen Gl. (17) (18), welche die u Grösson Ji 
l»ostimmen, lassen sich nur durch 



erfallen, und man hat: 

Ok — yk '=^ ak.i^^i + • • • "i-.w »" ^-^'- 

f — /T.| — ]— . . . i^H'-itt 



M 



woraus nach (9): 



(IVO 
(2i.O 



'-»uach ist in dem einen Falle ?/? -- w - 1 



13* 



= 1, ""i + ■ - Äi ' 



^,?Xj ^ ^ftl| 



8j-, Sir, dir. 


8r, 


^ = ■ ■ ■ ; -^i - : 








also 




Variirl jetxt r« )H'i constAnten u,, r^, ... x,„ so 


ist 


^.=£»»=+'-£»"- 




"-fe*.+-£^ 





der mehrjachen Ausdehnungen, 
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daher 



'dil':i Öj'j 



3i 
3 vUff 



• f\~" — • • • ^ ■ , 

\OUo OUii 



8?% die»! 

and so fort, schliesslich: 

J^ixn = ^^M-iS««-! und zwar /in =» 1 
folglich 



(22) 



§. 4. 
Volum des /tdehnigcn (w-{-l)ocks. 

Die Ecken Ax seien 

(«1,;., ... «)*,;.) (A = 0, 1, ... 7i) 

Das (n+l)eck wird begrenzt durch /« + 1 Seiten, d. i. lineare 
(n — l)dehnuugeu, welche durch je /* Ecken gehen. Wir ziehen von 
ylo eine Gerade nach A^\ dann sind deren Gleichungen: 

wo die Coordinate /Jt.i ihre Werte durchläuft, wenn w^ von bis 1 
variirt. Vom Punkte 

i?i = (/5i,i, ... /?«.i) 
ziehen wir nach A^ und erhalten als Coordinaton des laufenden Punkts : 

ebenso ziehen wir vom Punkte 

nach ^3 und fahren so fort bis ^». Wenn dann u^, u,, . . . t^n sämmt- 
lich unabhängig von bis 1 variiren, so durchläuft der Punkt 

das ganze (M-f-l)eck. 

Die X sind recurrent bestimmt durch 



norans ebenso: 



efcr mthrjachen Au8deJinung€n. 



107 



• ■ irs" ' • • • ^" ■■"" 



aher 



md so fort, schlii^alich : 

jd^dxu = ^H' iStt„ i und zwar //„ = 1 

folglich 

o»'P == JdaiOii^ .. . dun 



(22) 



t 



§. 4. 
Volum des «dehn ige 11 (/i-|-l)ccks. 



Die Ecken A). seien 

(«1,;., ... a„,i) (A = 0, 1, ... ii) 

Das (T»-i-l)eck wird begrenzt durch /< + l Seiten, d. i. lineare 
(n — l)debnuiigcu , welche durch je // Ecken gehen. Wir ziehen von 
Ao eine Gerade nach J,; dann sind deren Gleichungen: 






ßk.l = ak,\ + («*,o— «4,l)Wi 



; wo die Coordinato ßk,\ ihre Werte durchläuft, wenn u^ von bis 1 
▼ariirt. Vom Punkte 



L 



Z/l =rz (ß\,U ... ßu^l) 

ziehen wir nach A^ und erhalten als Coordinaten des laufenden Punkts : 

ebenso ziehen wir vom Punkte 

nax^h vl:i und fahren so fort bis Au. Wenn dann Wj, w^, . . . uu sämrat- 
W lieb unabhängig von bis 1 variiren, so durchläuft der Punkt 

Mtf ganze (u-f-l)eck. 

'nii recurrent bestimmt durch 



Diu iiartioUu Diff 



daher wird die F 



Uio kUi Verticalreibu lautet: 

m,ii— Bt-i, (Ji,i — <ti.-.', ... (Jt,4-i — «t, 

lÜLT ist iiach (2K) 



Ttlultipliiirt iiifiii ahn die Ate lloriziiiitalrcilic mit ni, und sobtraUirt 

siu viui der (A-(-l)tcij, so jjcbt dioso über iu 



KObrt man dies vuu der Ii'tzteii Ilori/.oiitairuiho aiifaiigoiid sncccssive 
durcli, KU gL'liun alle ß iu die gloicliiiiiincrirteu □ über, und mau 
erhalt: 



Setzt mau zu woiti.^roi' Acieiul'aüliiiiif,' slatt jeder llurii-.aiilah*cilit! ihre 
Sniiiiiio mit allen voraus|i;etieiideii und wechselt alle Voi'zeichcn, so 
kommt : 



dtr mf.hrjavhen Aumhlmunyen. 



10!) 



^/ =« X Ma^'j!" • . • fhi'^^^^i 

j «1,1 — «1,0 ... ««.I — ««,0 

I «1,« «1,0 •.. «IM* — «M,U ! 

und das (/i + l)eck bat folgcudcs Volum: 

i 1 1 



/ dun • • • / 8"2 / ^S"i = i ] 





(21) 



Dies Resultat, wie das vorige, Hess sich nach Analogie vermuten. 
Beide gelten auch, wenn mau für u eine kleinere Zahl m setzt, in- 
dem mau ar„i+i, ... j^ als coustant betrachtet. Das nächst folgende 
ist nicht auföuglicb durch Analogie zu ersehen. 



§. 5. 
Volum des regelmässigeu ?tdehuigen (/i-|-l)eck8. 

Vou den Eckeu -4o, A^^ ,.. Au legen wir eine ^l« in den Anfangs- 
puukt, eine andre Aj^ in die a-j Axe, eine dritte -l^ in die ujj\j Ebene, 
eine vierte A^ in den y'ijv*3 Raum, u. s. w. Dann wird (nach der 
Bezeichnung von §. 4.) 

ak,h = für Ä < k- 

uud Ji geht über in 



i«i,i 

|oi^ «2.2 
d^ ^ i«l,3 «2,3 



... u 

... 

«3.3 ... 



«1,1 «2,2 .. . ««,« 



I 

i«l,n «2.M «3,« . . . ««,»! 

Die Kauten (Entfernungen der Ecken) seien sämmtlich = 1 ; diinn 
hat mau die Bedingung: 

(cfl,A— «l,,/)2+ ... («r/,/|---«r/..//)- + («y +!,*)-+ ... («hj.)' '-^ 1 

/i == 1, 2, ... n ; j7 = 0, 1, ... h — J 

Durch Subtraction dieser Gleichungen kann man leicht recurrente 
Bestimmungen für die « bilden, aus denen zu ersehen, dass nur eine 
Lösung möglich ist Sic werden befriedigt durch die Werte: 



«M = ... ctk.k-i =^ ^; 



7.+ 1 



cKk - y-.>^ 



§.6. 

Rando (n — l}delinuug und dndurcli begrcnzto ndebnang. 

Rund hoisst eine »idehnung, wenn sie in einer linearen (»t-f-1)- 
dehuaug liegt und von einem Punlitc derselben (ihrem Mittelpunkte) 
uoustanten Abstand hat. Ihre Gleichungen sind daher n — m— 1 
lineare Gleichungen und die folgende: 

(i, — jri,o)*+ ... (:<■„- a-,..c,)^ = const. (25) 

Nimmt mau den Mittelpunkt zum Anfangspunkt, so ist die Gleichung 
der runden (h — l)dehnnng; 



Es soll das Volom der dadurch begrenzten »dchnung berechnet 
werden. 



Wir zerlegen die Gl. (25*) in die folgenden: 



» tler mehrfachen Ausdehnungen» 
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0*1 = Tj Sm Mj 

rH-2 = rM-iöiuMM-i 

rn-l 



* • 

Xu = r„_iC08MH-l 



(26) 



Hier kaun das System der x alle inueni Puuktc 

durchlaufen, wenn die r nur zwischen und c variireu. Damit x^ 
and x^ alle möglicheu, positiven und negativen, Werte annehmen, 
muss bei positivem r, der Bogen n, von bis 4R variireu. Dagegen 
ist nur eine Variation der Bogen u^^ . . . un-i von bis 2R erforder- 
lich, damit die ttbrigen x positiv uud negativ werden können. 

Aus diesen Grenzen ist ersichüich, dass die runde (/t — l)deh- 
umig auch ohne Begrenzung durch (n — 2)dehnungeu, sowie die rund 
begrenzte ndehnung endliches Volum haben. 

Die partielle Differentiation ergiebt: 



dxk 



= rh sin uk+ 1 ... sin ?/a-i cos uh (h y> k) 



= (Ä</. — 1) 



duh 



= — r/bSini«A 



dxk 

Buh 



= rA cos II* -1 sinuik . . . sin wA-i cos uh (h -^ k) 



dxk 



= cosujb.ismujk . . . smun.] 



Demnach wird, wenn r,, ... xn als Functionen von mj, 
betrachtet werden, die Functionsdeterminante 



• . Wt»-1, rn-i 
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Hoppe: Einfachste Sützti aux der Thtorie 



J'=: 



CüSM, 


Slllnj COSi^ 


sinH|Sm?<2^^^'<n 


sin itj 


COS?i] COS% 


cüSMiSiu%cüsu-j 





— siüMj 


cos 112 c^^s "3 


iJ 


u 


— sin ?*<• 



u 







() 



. . siii?/i siiw/^ . . . smM,t_2Cüs«/<-i 

. . cos«! sin /<2 • • • siu«M-2C08WM-i 

co8?«x . . . sinwij— 2C0S<^i-i 

C0S/?n-2C0S»*n-l 

— sin?«N-i 



äinrf] SlUil^ . . . 81 mittel 

cos 7^1 sin?/^ . . . siiiiiM— 1 

MOS tu. . . sin Um —1 



cos Um -2 sin («M—I 
COSMh-I ' 






Subtrahirt man die vorletzto Vcrticalroihe nach 3[ulti])licatiou mit 
igtin-i von der letzten, so lautet diese: 



0, 0, ... U, - 

Führt man die Division der ünterdeterminaute durch cos?«,iJi in 
deren letzten Verticalreilio ans, so hat der ganze Ausdruck wieder 
die ursprttngliclie Form, und ist nur u — 1 au die Stelle vini n ge- 
treten. Folglich ist d unabhängig von //, und wenn man n ^-- 2 setzt, 

so kommt: 

., i cos«/, sin//, 

, — sm?/, cosv/j , 
// ^^ i\r.j . .. ?',<_! 

^ r„_i'*-^ siu?<j;Sin-//;., ... siu" -//„ 1 
und ilie rund begrenzte /<dehnung ist 















II 



•IM 






(i 



11 



22 



i\" 



...... (^;) 



1 



;/H- 1 



n 



"> 



r 






C-'K)- 



>i 



(28) 




ihr mehr/achtn AusMmiutjeu. 



•jo:; 



Hkraus lindct mau IcicLt die bcgrciizcudc ruudc (w — l)dchiiunir 



H 



3^_. .>(^I^)v.«-i 



Ä = ; - 2 



7c* 



r- 

' 2 



(») 



Die Tabelle der Werte (c = 1 gesetzt) ist : 






3 



o 



2 



2R 
4R 



SR 



2R=J 

811- 



:^?K-* 



.) 



.»Jll: 



8R3 



s 






Aach hier kann man in für y* setzen, iuiicin man die überschüssig» -ii 
Coordinatcn als constaut betrachtet. 

Das Resultat ist nicht neu, d(j<:h habe ich es bosonderb hf-r- 
gelcitct, weil der Ent\\ickelung8gang dem Folgenden zugniudc liegt. 



§. 7. 
£in Satz über ndehnige Winkel. 
Eine lineare (u — l)dehnung 

welche der Einfachheit wegen diuvh den Anfangspunkt gehen roll, 
trennt 2 Variationsgebiete 

von einander. Ein Punkt, welcher der einen oder andern !'n;fl<.i< huic 
entspricht, liegt, wie wir detiuiren. auf der positiven odf-r n-'/a- 
tivcn Seite von OiO). 

Gehen nun 7/1 lineare (a — l)«l«*hiiungi;n durch den Aii'.i;,;rrj.»jrkf. 
so wordem im allgemeinen 2"* A'ariationsgtrbiete von «riiiari'!« r /•.'-:.•.• 
die sich durch die verschiedenen Cuiiibinationen d'T Vor/'i'.-v- •• • 
scheiden, indem die darin enthalteii«.ii Punkt«; auf d':r j.o-i*. ^ ; - •/ 
einiger (» — l)dehnungen, auf der nesrativen df-r andern ;i. /' ;: 



Eins der 
debnnngon | 
(ii--l)delum^t. 

Eine um 



•ete. welche dunh // In. '.,/-. '.. 
t ein //dehnij5*T \V;;;k' ; 



.i" 'li 



"elpunkt »lii *>;«» V.jt/, ,, ; 



COSnt . 



Sulitrallirt mau d 
tgHH-t von der lu 

u, 0, ... U, — *— 

FUlul iniiii di(! Division der L'utcrilcteriiiiimutc durch cos«„-i in 
dcrt^ii Irtzti'ii Vciticairfilto aus, so hat der gaiiitc Ausilruck wiodcr 
dii! urH])rfliigli('hc Form, und ist uur 71— 1 au die Stelle vou n gt- 
trctcn. Folglicli ist J uuabhüugig von n, und wruu mau if^ü setzt. 
Hü kommt: 



cos ", I 



4 - --.r. 



= r„_i"-'BIUt(iBlU-H;, 

ud die rnnd lii-grcnztc ndchuuug ist 

r 411 iK 



.t±l- 






(fcr mehrfachen Ausdehnvmjeu. 
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Hieraus findet mau Icicbt die bcgreiizeude ruudc (/* — l)dehnuiig 



n 



Ä = r=-2(^^^.- 



r- 

^ 2 



Die Tabelle der Werte (c = 1 gesetzt) ist : 



» 



2 



3 



r> 



p 



2 
2 



2R 
4R 



8R 



2R=J 
8R- 



:J2R-' 8R3 



(20) 






Aach hier kanu man m t'üi* n setzeu, iudein man die überschüssigen 
Coordiuatcn als constaut betrachtet. 

Das Resultat ist nicht neu, doeh habe ich es besonders her- 
geleitet, weil der Entwickelungsgaug dem F'olgenden zugrunde liegt. 



§. 7. 
Ein Satz über ndehnige Winkel. 
Eine lineare (w — l)dehnung 

«1^1+ ••• ^''t*»* =* (30) 

welche der Einfachheit wegen durch den Anfangspunkt gehen soll, 
trennt 2 Yariationsgebiete 

033?!+ ... tluXn >• 
rtjari-f- .. . <fi»x„ <^ 

von einander. Ein Punkt, welcher der einen oder andern Ungleichung 
entspricht, liegt, wie wir detinircii, auf der positiven oder nega- 
tiven Seite von (30). 

Gehen nun m lineare {n — l)dehuungen durch den Anfangspunkt, 
so werdem im allgemeinen 2'" Variationsgebiete von einander getrennt, 
die sich durch die verschiedenen fornbinationen der Vorzeichen unter- 
scheiden, indem die darin enthalteiKu Punkte auf der positiven Seite 
einiger (» — l)dehnungen, auf der negativen der andern liegen. 

Eins der 2" Variationsgebiete, welche durch n lineare (u — 1)- 
dehnungen getrennt werden, heisst ein ?/dehniger Winkel, jene 
(« — l)dehnungen seine Seiten. 

Eine um den Anfangspunkt als Mittelpunkt mit dem Radius 1 



c-vart-nwa wr 









' — ! r- 


e =—~-i--) 


r i 


Ä- = (--r--r) 


1 r-J 


ir=( ^} 




/-=( , 



Käkreud dK übrigtru 2l$ Gt^nvinkel Dor •Ueselben Werte bal>eti. 
Jt:(ti>. .t st-tzt sich mit jeJfiii // in oinem dreiseitigeo Winkel /u- 
■kjuun-u. l^tzbTC als bekannt 1>etrachttt hai luau IG Glcir)inng«i 
xnr ItcstimmoDg d«r >• Grössen .1. ü. Eliminirt man irgcud ciu Jl 
/wiw:ii<;n ü Gleichungen, ^o erhält man die Differenz der A, analog 
di<: IfilTcreuzen der /t, so dass 

A' •= A-\-,lf; .1" = .l-|-</. : A' = A + tli 
Jt' = Jt+r,-, If — B-\-'t\ ^ = K-f'i 

HO di<- >/ und « bekannt sind. Dies in die IG Gleicbnngen rii^ftlhrl 
ffielit UbertinitiDiinciid nur den schon bekannten Wert von A-\-B. 
Fol^^lich i't-icht die Methode, welche bei 3 Seiten zum Ziele fUhrtc 
>M-i \ Seilen nicht mehr aus. 

1,'iu durch Integration den Wert dos vierseiligen Winkels zu finden, 
liut man 
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8% /. sintisdMs / 8111^9438113 



i 1 8mi / sim^Ktis) — siii(i«3)co8(i«8)]3u» (46) 



Die Gleicbnngen der Seiten sind: 

sin«! =0 (46) 

C08«l,28inU|-^Siim«2C08i«i = 

8iiiysind8in£8int<iSiiitt28inti84~cosy8indsin£C08Mi Sintis Sintis 

+ C08Ä8in€C0SM2Sin«i3 + C08£C0S?«8 = 

die Cosinos ihrer Neigang8¥r inkel : 



± C08n,3 = 8in«8in/?-, ± cosn,4 = sinysin jsinf 

dl co8»2^ = 8in(ta^ — a)Hmß 

±i C0B»2,4 = 8in(ta,2 — y)8ind8in€ 

± cos«3,4 = jco8(a — y)sin/3sind-f-co8/}co8 j{8inc 



(47) 



so dass 8ich «, ß^ y, d, e in ihnen darstellen lassen. Aus den Gl. 
(46) ergiebt sich für die Integralgrenzen: 

cot (ttg) = — cos («*t — «)tg ß (48) 

cot(ti3) = — Jco8(ti, — y)8ind8in7*2-f-cosdcos7f,}tgf (49) 

Nach teilweiser Integration erhält man: 

/sint4,[(us)— 8in(tt3)co8(tt3)]aM2 = '-(u.^)cosu^ 
+ cos II, sin (mj) cos (u^) + 2 / cos m, 8in^(tt3) b(u^) 

Für Uf = (t«j) gehe («3) über in ip. Für u^ = hat mau : 

/ \ . cöt« 

— (%) = arctg — -m 

. , . , , cosJsinfcosc 

— 8in(ll3)C0S(tt3) = r-^- i 

id Stent sich das Intetnral (45) in folgende Teile zerlegt dar: 

14 



!0 

-2„.J I 



aiDjcoa(n, — y) — 



-St«". 



8 glgin+F 
81«". 



?±-1»«". 



Fahrt man die Differentialioii aus und idcntificirt beide AasdrOcli 
Bo orgebon sieb folgende Werte der Coeflicicnten : 

D = i,' — BiadtgEC0B(»i — )'}-, f ■= cosiigt 

und man hat: 



M = 



_mgKH:^ 



trt". 



-^tg'K) + 2fit«{.<,) 



T^-f+V 



8t«_". 



I 



_ cosdlgt 



L = COS(ii,) Bin'q) cot 9) " — 



^lg*("i)"+2i*tg(«,)+6' 



der mehrfachen Äutdehnungen, 
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Beide Grössen heben sich in (50), und es bleibt: 



"1.2 



tg(t. 



%tgut 






Nun ist 



" yjC=^^*^^^^i?+Ccot(f*,) 
D 8indtg£C08(i^ — y) 



y;Zc— D^ Vi + \%H [1 — sin« d sin»(i^ — y)] 
= ^ arc sin [sin ^ sin « sin(wj — y) j 



Setzt man also 






so wird 



sin X = sin d sin « sin(t*i — y) 

Zur Bestimmung von £^ hat man: 

^ . sinj3cos(wi — a) 

cosK) = — , . — 

VI — sm^p sin*(Mi — «) 

=» — g— arc sin [sin j3 sin(Mi — «)] 
sino = sinjSsinO^ — «) 



Sei also 
dann wird 
und schliesslich 

Ä 



M,=0 



«1=«'1.2 



((p3iö+t/;3x) — iJrj,s{ 



WO 

cot J = cosdtg€ 



cot 9 = tg€ ' 



cos d8in^cos(t*i — o) — sind cos /3 co8(mi — y) 



yi — sin*/J sin*(»«i — «) 



14* 



sin'd sin'e 



der mehrfachen Ausdehitumjeu» 
COS*f' l.4 + C0S^rj,i+ 2 COS ri.L» COS »1.4 COS ro ^ 

siii-ri/j 
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£udlich erhfilt man aus der lot/.tcu Gl. (47) verbuudeu mit deu vor 
stehenden: 

cos ^cosd sine = cosra.4 — (sinri,2)~"-!cos<'i,3Co3<'i.-i 

+ cos V\,2 (cos <*2.3 cos fl,4 + ^^^ <'l.» ^*^8 r2.4) -f- COS rj.3 COS »'2.4 } 

uach Division duich den ormittcltcn Wert von cos/3 den von cos d sin f 
und hieraas in Verbindung mit sin^sinc die Werte von cot 6 um 
sin^f. 

Nach Einsetzung dieser Werte würde il^ in dem Sinne symme 
irisch sein müssen, dass die Indices 1, 2, 3, i sich unter einande 
beliebig vertauschen lassen. 



MEt — m; Msi+i — l 
Die Gleictaungeii werden: 



*=■-! r— «cobS " B 

+'.i ■''"'-*" assi 

.=,-1 ,-r«let=-f3:i« 
^-»'■_« X /•(4«a-,,^ 3-— 












»_„_l r8iu2 ~ — 

Vv'+qv' >» X /'(^si-i.s») — 



■ j' — '» 
*=» J8II14 B 



, |/,.+,.rzi:;5^5i; 



^»-i.u = ^«,ai.+i = 1/3* + »"* — BqrcosZ K 



Da die allgemeinen Glieder alter Reihen cykliscli periodisch sind, « 
köDnen die A beliebige succeBsivc n Werte aus der Zahloureilie dorch- 
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y 

I 



i 



I 

i 



f 



laafcu, mithin die Zahlen /?, ^*+l, ... /^"{-n — l. Setzt mau dann 
A-f-^* ^r ^9 ^ werden alle Ausdrücke unabhängig von Xr, und 0, n — \ 
die Grenzen der h. Lässt mau jetzt die Tcrme, welche den Factor 
/'(O) = haben, weg, und substituirt n — h oder « — A— 1 für ä, 
jenachdem die untere Grenze 1 oder ist, so bleiben in den 2 ersten 
Gleichungen die rechten Seiten ungeändert, wechseln dagegen ihre 
Vorzeichen in der 3. und 4. Gleichung, sind folglich in den letztem 
— 0. Setzt man jetzt zur Abkürzung 



Jh = ^//* + r« — 25rC0s2=^^-^-^R 



2Ä + 1 



go kommt: 



jf 



rfp'"^ aa m 



A=M-1 



Z f\2r sm ) sm — 



*=i \ 



n / 



2AR 

II 



*=«-i r— 3C082 -— R 

/i=0 ^h 

A=H-i (/ — '•cos2 - - R 

+ 1 £ / l2f/sin-- -jsin — 

2r>'+r<p" -= 0; 2q'(p'+q<p'' - 

Letztere Gleichungen integrirt geben: 
woraus entweder 

r «= C2)\ q == Äp; q>' ^ -^ oder (p' =-^ 

Soll ff' nicht null sein, so gehen die 2 ersten Gleichungen über ii 

„ 1 »»*=r^,/„ . 2/iR\ . 2äR 
«" ^ =1 £ f'\2cp%in - ) sm 

<r— />Cüs2 ' R 






H 



A = M-I 



// — /?C052--- R 



4- : 2r / (2////%in — )«.in 



22ß 

<ter zwei gegeba 
Radien, and zsai 
Strecke If, .V„ < 
dinatea OX, Ol 



Den Ponktei 

senwerte — a. -f 
ist; oDd als Glek 

1) {^+' 

Es geD&(^ offenbi 
nnd die Lage aei 
gtMnäss jene Lin| 
p, q des Punkts 
ist dann darzitste 



und sofort sind auch die (ilrielinDgcu ^er zngeböngen iHagODallisieD 
^a bilden. l)a uändicli die in den Kreis A', follende Diagonale eine 
t^emoiuscliaftlichc Schuc der Kreise 1) und 3) seiu moss, so wird die 
(ileicliuDg der cntsprechcndeu Geraden dorch Snbtractioa der 3) von 
ilcr 1) gowonncD, wodurch niau mit leichter Umfonnang erhUt 

4) -2ip+..)x+-2.jy = ;,^+.,^-«»+r,*-(.« 

Auf demselben Wege, durch Vcrbindaug von 2) nnd 3) findet sieb 
(lin Darstellung der andern DiagonalUnie 

diese natürlich auch ans 4) ganz einfach durch gennsse Subatitntioncn 
üu erhalten. 

Da die Geraden 4) und 5) beide durch den Punkt (p, q) gehen, 
und da sie aufeinaudcr senkrecht t^tebcu müssen, so ergeben sieh 
hieraus die drei folgenden, zur nestimniung der unbekannten p, <j, f 
dienenden Gleichungen. 

2(p+'0p+ V = p^+a^-«*+r,* — e= 

■2(p — a)p-\-2q* =;>» + (/ — <'* + .-„-—e' 

Sie werden durch ulkchst liegende Umformungen und nednctioiv^ 
tnzeln übergeführt in 






Dieter Wert in 



p. + ^i f . 

also nach Potenzen von p geordnet 

Sehen wir ab von dem besondern Falle r, » r^, , wi 
ctiem (wie aucb der von vorufaerein ansgeschloasen 
Annahme a = 0) eine eigene Anmerknng gewida 
worden soll, su sind über die Oleicbnngen 12) and 1 
folgoudo Angaben zu machen: 

a) Der Wert Null fUr p ist mit der Gleichung 12) nbsolnt i 
vertraglich. 

ß) Zu jedem (von Null verschiedenen) reellen Wert, welchen < 
12) fDr p liefern kann, gibt die 11) einen zugehörigen reellat W 
<les u und zwar einen cinzigeu, von endlicher Grflsae. 

r) Die Gleichung 12) wird entweder durch gar keinen red 
Wert van p befriedigt, oder durch zwei reelle die auch msunm 
fallen können, oder durch zwei Paare von reellen Werten, <ter«B 



t 



iT' 



•rklärt ««Tic. .^^,ßilU lu 'i^^ 

„. die ülck^»««8 1^»*' . „y « - »» „„.V 

•,t VcUr. das* ^^'ie\ics clucm ^^^ 

^^ ,, ..rd U-trlcdi^t dura 
^•»^''r.;^ruud gWvcK oder ^ 



,....>,• 15cdi»i;a"Ü^'' '^,.„„4^, -. : \ - ' 
«o Auskguu« f^; ,, tion den A"^dtuc.W . ^^^. „^, 

^ um' <"' 

. Aev /AVcHS^S*-»""'-; \..„ .1... 



2dSi ' 

teilitiigcn dargebola 
wOrde das ebm G< 
wo sie Btreiv mit 
Fall ab«-, vd die | 
Mittelpunkte 3^, M 
welche im Sinn der 
tnitg anch neben dt 
sein dürfte. 

Sei ein Qaadrtt gedadit, waldiea der A«4tabe gnflg«; Mi A^Bt 
die in den Krbs JT, ala SAat dendbea ""^^IfHI* Satta, .^^ 
ibro in den Kreis f„ Ealleode Oegeueäa Die Pakte .^ Ä,^ aetoa 
aof einerlei Seite von der Geradoi M^M,J V»*^*^ QM<lHiiwiiiiii. 
etwa oberhalb von JtfjJ^i Uegsnde. Werdea an da n«i Ova^M 

MtAi und UuAa gezogen, so gebes ne einen Dtrdudtt ^ Intar^ 
|., I von 3f,l/,,, and es ist leicht ta sehen, daas die AB%ibe ala 

gelost zu betrachten ist, sobald man solchen Pnnkt V gdaadttt kat 
Seine Lage nnn bestämmt sich als gemeinsehafUidicr Pnnkt aweier 
geometrischer Oerter. Erste OrUlinie: der Halbkreis, asf welchem 

i terhftlhl ^'^ ^'i-^'n i*^^^' I'unkt angewiesen ist, dessen Kntfor- 
nnngen von M^ und ^f^^ sich verhalten bezieh nngs weise wie die Ra- 
dion von A', und A',,. Zweite OitsHiiie: ein Kegotscbnitt, dessen einer 

Brennpunkt 3/, ist, und dessen zugehörige Directris j nbwhalh t 
von der Geraden M^M,,, mit ihr parallel liegt, unter einem Abstand 
von ihr gleich der Hälfte der Strecke MjM^. 

Behufs v(j 11 ständiger Bestimmung des Ortskcgelschnitt^is sei noch 
diu Angabe gemacht; für jeden seiner Periphuricpuiikto hat man dio 
Kntlemnngeu desselben vom Brennpunkt AI, und der zugehörigen 
Diroctrijc proportional dem Durchmesser des Kreises £i und der 
Strecke ,V,ji/„. 



", + "t+". = 2('-+ 
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ft J4. 15; 7, 8, 1»; 7, ^ lä; 7, 1», H>; 7, i», i:J; 7, \K l'>; 7, 10, IT); 
7AU\i); 7, 12, 15; 7, 1.*), lo; 8,«). IT); H, H), 11 ; s, in, U; 8,11,13; 
8,iai4; 8,1-1,1."); l^ll^U; l»,lLir.; in.ll,lL^ UMLlf); ll,lL>,ir); 
11,111.); 12,11,10; i:{,ll,ir>; 

Durch Glcichuiigoii wnn 1. (iradc: 

1, 2, 10; 1, 2, 12; 1, :j, U; 1, 3, 10; 1, -J, 8; 1, J. 1»; 1, 1, IT); 

1, 5, 12; 1, 5, 1-1; 1, 7, 12; 1, 7, U; 1, 8, t>; J, 10, i:j; 1, 11, 12; 

2,3,4; 2,3,6; 2, :), 8; 2,4,6; 2,5,14; 2,6,7; 2,7,12; 

2, r, 14: 2, 7, 15; 2, 8, 9; 2, 8, 15; 2, D, 1.^; 2, 10, 15; 2, 11, 12; 

3, 4, 6; 3, 4, 15; 3, 5, 7; 3, 6, 9; 3, 6, 12; 3, 6, i:J; 3, 7, 14; 

3, 8, 13; 3, 9, 12; 4, 5, 13; 4, 6, 7; 4, 6, 10; 4, 7, 12; 1, 7, 14; 

4, 8, 9; 4, 8, 11; 4, 8, 15; 4, 9, l.'i; 4, 10, 12; 1, 10, 14; 1, 11, 12; 
4, 13, 14; 5, 6, 12; 5, 7, 14; 6, 7, 8; 6, 7, 9; 6, 7, 10; 6, 7, 11; 
6, 7, 13; 6, 7, 14; 6, 8, 10; 6, 9, 12; 7, 8, 12; 7, 8, 14; 7, 9, 14; 
7, 10,12; 7, 10, 14; 7, 11, 14; 7, 12, 13; 7, 12, 14; 7, l.J, 14; 8, 9, i:i; 
8,11,12; 8,13,15; 9, 10,13; 9,10.15; 10,12,15; 10,1:5,14; 10,13,15; 
Jl. 12, 13; 

Durch Gloichuiigcn von hühcrcm als dem 4. CJnulo: 

1, 3, 12; 1, 4, 11; 1, 4, 12; 1, 4, 14; 1, 6, 9; 1, 6, 11; l, 6, 12; 

1, Ü, 14; 1, 8, 12; 1, 9, 10; 1, 9, 11; 1, 9, 13; 1, 9, M; 1, 9, 15; 

1, lO, 11; 1,10,12; 1,10,14; 1,11,14; 1,11,15; 1,12,13; 1,12,14; 

1, 12, 15-, 2, 3, 5; 2, .3, 7; 2, 3, 9; 2, .3, 10; 2, 3, 11; 2, 3, 12; 

2. .^, 14; 2, 5, 9; 2, 5, 10; 2, 5, 11; 2, 5, 12; 2, 5, 15; 2, 6, 8; 
2, O, 9; 2, 6, 10; 2, 6, 11; 2, 6, 12; 2, 6, 13; 2, 6, 11; 2, 6, 15; 
2, 8, 12; 2, 9, 11 ; 2, 9, 14; 2, i>, 15; 2, 10, 11; 2, 10, 12; 2, 10, 14; 

2. 11, 14; 2, 11, 15; 2, 12, 13; 2, 12, 11; 2, 12, 15; .3, 4, 5; 3, 4, 7; 
;j. 4, 8: 3, 4, 9; 3, 4, 10; 3, 4, 11; 3, 1, 12; .3, 4, 13; .3, 4, 14; 

3, 5, 8; 3, 5, 9; 3, 5, 10; 3, .5, 11; .3, 5, 12; .3, 5, 13; 3, 6, 11; 
3, 7, 8; 3, 7, 9; 3, 7, lO; 3, 7, 11; 3, 7, 12; .3, 7, 13; 3, 8, 9; 
3, H, 11; 3, 8, 12; 3, 8, 14; ,3, 9. 10; 3, 9, 11; .3, 9, 13; .3, 9, 14; 
3,10,11; 3,10,12; 3,10,13; 3,10,14; 3,11,12; 3,11, 13; 3,11,14; 

3, 11, ir^; », l-^ 13; 3, 12, 14; .3, 13, 14; 1 5, 8; 4, 5, 9; 4, .5, 11; 

4, 5, 12; 4, 5, 14; 4, 5, 15; 4, 6, 8; 4, 6, 9; 4, 6, 11; 4, 6, 12; 
4, O. 13; 4, 6, 14; 4, 6, 15; 4, 8, 11 ; I, 8, 12; 4, 9, 1 1 ; 4, 9, 14; 

4, O, 15; 4, 11,13; 4,11,11; 4, 11, 15; 1,12,13; 4,12,14; 4,12,15; 

5, 7, 12; 5, 8, 9; .5, 8, 12; .5, 8, 11; 5, 8, 15; 5, 9, lO; r>, 9, 11; 

5, 9, 13; 5, 9, 14; .5, 9, 15; 5, 10, 11 ; 5, 10, 12; .5, JO, 13; 5, 10, 14; 

b\ lO, 15; 5, 11, 12; 5, 11, 13; 5,11,11; 5, 11, 15; .5, 12,13; .5, 12, 14i 

5^ 12, 15; 5, 13, 14; 5, 13, 15; 6, 7, 12; 6, 8, 9; 6, 8, 11; 6, 8, 12' 
g' Ö, 13; 6, 8, 14; 6, 8, 15; 6, 9, 10; 6, 9, 11 ; 6, 9, 13; 6. 9, 14; 
6, 10, 11; G, 10,12; 6, lO,13; 6,10,14; 6,11,12; 6.11,1.3; 6,11,14*7 
C, 11, 15; 6, 12, 13; 6, 12, 14, 6, 13, 11; 6, 1.3, 15; 8, 9. 1 1 ; 8, i», M ; 

TeiliiXIV. ^^ 
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8,11,14; a, 11, 15 
9.11,13; 9, U,U^ 
10,11,15; 10,12, 
13,13^14; 12,13, 

Als okfueU 
■ich die Woteom 



zahl TOB Aafgiba 
ohne Interme iit 
Gleichang ayam w i 



Es solks die 
werden, wenn bek 
der Höhen uid d 
also: 

^+y+"=-"- '"i-r™»-r'-a — "» "i"r">-r"a = = 

Unter Hinznziehnng der Rdationen /„ /„ /, resnltirt sofort: 



.]^(4r» + 2.»+8r. + (») = A 

2(r + ,) = c 

welche Bczichnngcn als Bcstimmungsgleichnngcn tir die Grossen r, 
*, t aufgcbsst, sofort ergeben: 






Bezeichnen wir dio Irratioualität dieser Formeln kurz mit h, so fahrt 
die KeHtitDtiou dieser Werte in (A) uuiiiitlelbar znr Beziehung: 

«»-««»+». !jC-2A + c + 2A)-J(Ä+c-A)(-2J+c + 2A) _ O 

— eine Gleichung, deren 3 Wurzeln a-, y-, s bei schicklicher Wahl 
von a, h, c 3 positive reelle Werte als die Seiten eines Dreiecks in 
Function der vorhin bezeichneten Grössen rcjirüscntiron. 



während t, wie eine nalieliegeudc Betrachtung ergibt, nicht cxpücitr 
gerechnet zu werden braucht. Mit Rücksicht auf (B) erhalten wir: 



-i(Äy(H-+".-(Ä)>« 

als Gleichung, welche die Lilsung ilor geslellteu Aufgabe implicitc 
eutbslt. 



Lor€HZi i/eber eine Jieikc von neuen JJrcieckfiprobUmen. 2<>1 

V. 

Ks seien vorgelegt die Producte: 

Sic gehören einem bestimmten Dreiecke au, von welchem wir bei- 
spielfivircisc die Dimensionen ;)i, p^^ p.^ zu kennen wüuschcu. Die 
Rclationeu /n, /o, /]5 führen zunächst zu den Ililfsgleichungen: 

aus denen zunächst s henorgcht in der bemerkenswerten Form: 

3 

f-r--.. _- '" — 2c3 



''^ ■ 4(2ä3+c3) 



und wenn der irrationale Factor von c kurz mit c bezcichuct wird, 
so folgt unmittelbar: 



c 



'^^' ^^le^' ^'^^ 



2/A^ 



welche Werte in (D) substituirt liefern: 

pZ^p2^(2BKb^^c^) + c^)+p^(l+A^'^)^\^'-^f j = 



VI. 



Gegeben: 



nii 



, + m,+ m, ^ rt " - (.1^5i4.2*« + 8r. + <2j 



2r 



Gesucht etwa: z/^. /i... /r.. 
Man findet zunächst: 

h^ 1 Ä2(2c2-62)_^J(,,_^)2 



zc" 



2c2 



Die Restitution dieser Werte in (C) liefert sofort ;ij, ft^^ /13 in Func- 
tion der gcgebcucu Grössen durch die Gleichung: 



Gegeben: 

«in»«» = o* — 2rt*, piptpa -= J3 = g^. 5,5^, — <:> „ 4^«» 
Gesucht etwa; q„ q^, 93. 
Han findet leicht: 

Sie Rcfltitation dieser Werte in (E) liefert sofort: 

,._,("_!+*+i-_|/f)+,,.(=;_.v{s)_,^o 

IX. 

Gageben : 

xys = a' = 4reV(2r +«)»+(* 



I 



2*=" 



Lorenz: Ueber eine Heike von neuen iJreiecksproblemen, 203 

Gesucht etwa: qi^ q^^ q^. 

Es ergeben sich zunächst die Formeln: 

deren Bestitation in (£) liefert: 

aV4-4c^o_iea2ÄV , ,4aM, , . ,^ 4aV« ^^ 



X. 

Zum Abschlüsse dieser Reihe von Beispielen möge noch folgende 
Wcilecombination, ihres hohen formalen Interesses halber, Platz 

tindon: 

xfjz == a3 = 4r«y(2r +«)«+«« 

2* 

mjmg + f/iima + wgma =z b^ =z --((2r +*)»+«*) 



Hieraus gehen zunächst die formell gewiss merkwürdigen Relationen 
hervor: 

5 5 

8a 



=i\% -iV- 



Substituirt man diese Werte und den ähnlich gebauten Wert von t 
etwa in (A), so erhält man: 



5 5 5 



/*3 



-^'cK-.-+n2?K2*7^+2^K2a^+-K^^ 



als Gleichung, deren 3 Wurzeln x, y, ^ die Seiten eines ebenen Drei- 
ecks bestimmen, wenn das Product seiner 3 Seiten, das Product sei- 
ner 3 Winkelhalbimngslinien, sowie die Summe der als Producte 
aufzufassenden Combinationeu zu zweien seiner Höhenperpendikel 
bekannt sind. 

Wenn man ci*wägt, dass die Isolationen /, bis/15 die symmetri- 
schen Functionen erster Classe der drei möglichen Ordnungen unserer 
in Betracht gezogenen Dreiecksgrössen repräsentiren , und dass es 
nach einem Satze aus der Lehre von den symmetrischen Functionen 
stets möglich ist eine symmetrische Function beliebiger Ordnung und 
Classe darzustellen, wenn nur alle Ordnungen der symmetrischen 
"Nmctionen der ersten Classe bekannt sind, so ist es also auch mög- 
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I. 

Es soien vorgelegt die Werte: 



V 




P1P2P3 ' "l + '«8+'*3 

Gemäss unseren Aasführungen haben wir zunächst folgende Hilfs- 
rclationcn zu bilden: 

welche als Bcstimmungsgleichungen für die Grössen r, 9, < aufgefasst, 
ergeben: 

Wollten wir nun die winkclhalbircnden Linien eines Dreiecks be- 
stimmen, dem die obigen Werte entsprechen, so führt die Restitution 
dieser Werte von r, 5, i in (E) unmittelbar zur Gleichung: 

deren 3 positive Wurzeln die Auflösung der gestellten Aufgabe reprä- 
scntiren. 

II. 
Es soien vorgelegt die Werte: 

J^^l^l. ^ ,^^ ^*i"«% ^ 

w^TWgma "" ' 7)1 y)2 + /^i P:i + PiP^ 
and 

(^'l P2 +Pl Pn +P2Pn) (Pl + P2+Ps) 

Es seien diesmal die Di^uensioncu /Jj, p^t Pa <^cs Dreiecks, welchem 
die yorgelegten Werte entsprechen, zu bestimmen. Abermals bilden 
wir zuerst die Hilfsrelationen: 

welchen hervorgeht: 
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Zur Geometrie der Geraden. 



Von 

Emil Hain. 



I. 

ABCD seien Pankto einer Geraden, O der Nullpunkt derselben ; 
tibcd bezeichnen die Abstände der Punkte ABCD tou O. Dann ist: 



^ ,^ V -^C AD a — c a — tl 

iABCD)^^:^^^^^:^^^ 



= A 



Liegt C in O, so haben wir: 



a ,a — d 
Vh — d' 



d 



abp. — k) 
a — hk 



Für (ABCE) = f& ist 



Setzen wir 



C = r 

'^ yA + t»;' 



WO a, ß, (fj ^ constant sind, so linden wir 



e = ab 



k(g>-'a)+^^ß 1 
k(aq> — ba) + ai|; — bßj 



Die Punkte Z>, E bilden für variable k projectivischc Punktreihen, 
A "■ »d Jt; eindeutig bestimmen. Für rf = cc wird: 

a^kb = 



Coiislriiirt mau ku drei Puiiktcu ABC duor Geradcu zwei Poiiklf 
D, Ji so, das3 

(ABC'D) = l, (AJiCE) = «i. 

wo « uoustaiit uud i variabel ist; so bilden die Punkte W, K zwei 
prajcetivische Reiben. Acudert mau auch o, so liegen die Gegcn- 
imnkto dieser projeetiviaclten Punktreilicu zu AU symmetriscli, wShreud 
die Doppctpuukte fest bleiben. 

C sei der N'nllpuukt der Geradeu. Dauu ist: ji 



Hoppe: Geometrische Anwendung der Addition elUptiachtr Integrale, 275 

Von den genannten Figuren betrachten wir teils das Ganze teils 
Tariabel begrenzte Stücke. 

Die Gleichung der Kugel sei 
die des Cylinders 

{x-h)^+y^ = c:^ (1) 

Die Coordinaten eines gemeinsamen Punktes reduciren sich folgender- 
massen auf einander: 



X = 



o2_j_^,2 _ga_3.2 

(2) 
4äV— (Ä^+c2— a2+22)2 



§. 1. Mantel des durchgesteckten Cylinders («^-^'-l-^). 

Sei Gl. (1) erfüllt durch 

x=^b — ccosg); y = csinqp (3) 

voraus 

» = V«* — h^ — c^-\- 2hc cos (p (4) 

dann ist der Mantel 

4B 



JVf = 2(? / zd(p 



Durch die Substitution 

qi = 2amM für den Modul h « ^\/~2~Th ^ \2 

bei welclier die Coordinaten die Ausdrücke erhalten 

X = b — c-\-2c^xi^u] y = 2csnMcn7^ 

z = y«* — (Ä — c)^dnTi 
ergiebt sich: 

3f = 4^Vc?— (ft—c)» /dn»w a»* = 8/?-/«»— (/>— r)«A^ (5) 

mit 9«, elf« die Integrale 1. und 2. Gattung, mit /T, i<7 deren Quadran- 
ten, mit snn, cnw, dn« die Functionen sinamn, cosamv«, Vi — ^*Bn*i» 
bezeichnet. 



»_äjj»t(i; «-» gjj (10) 

Liesse man jetzt ß unabhängig variiren, so würde sieb M nnr nrit 
seinem algebraischen Factor ändern, und mit den Af, wUrde sich ge- 
mäss den Relationen der elliptischen Functionen ?(Na gleichem Modal 
rechnen lassen. Doch soll auch der Coefßcient flbereinsÜmmeD , da- 
mit die Beziehungen als geometrische zn Tage treten. 

Sei 




-<-Sj/r^,™'»oi"?-2»'y2(i+»)sj+^:pp w 



Hopp€: Geometriäcke AuKtHänntj dt:i A*Miiv>n 9. (hf »tischt r Jutnjndr, "211 

Wio aus (11) ersieh tliclj, kann m \on h bis x \anircu; gU*irh/.i>iti;r 
variirt A von za einem Maximum und znrüek bis 0; folglicli giclit 
CS zu jedem i» einen zweiten Wert //<] für gleiches J, und man hat: 

also, sofern mi nicht ^ 1/^ 

und wenn man 

setzt, 

7i*(m-7/i,)*= (f* + l)(|»*- 1-3/*^) 
woraus : 



[J = — 2Ä^" (Vii«-1+A^ - -VV-.! _3/rO 



(lö) 



Hiermit ergiebt sich zugleich, dass nicht mehr als 2 Werte von m 
demselben A entsprechen können. 

Bcti'achtet man jetzt fi als beliebige Grösse zwischen yi + ;U-' 
uud x;, so findet man: 



woraus dann dio Werte 

Mi = 2a*[((» + 1)* — A-] J/ ■ - ^ / , j-p cl.', (!<>) 



t 

1/ A^» 1/ (»» + 1)^ , \ 



(17) 



leicht hcr\orgebcn. liier ist y fi- — 1 — Sik* mit büliebigeiii Vorzcicheu 

ZQ ncbmeu: beim Wechsol desselben geht m in >/(,, uud A, c in die 

ontsprcchcndcn Werte //„ Oj Aber, während i*A, ilasselbc bleibt. Die 

Belationeu sind: 

(18) 



^^ 
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— Vi*«— 1— 3Ä« 






2Ä -H 



Hat man nun 2 Streifen desselben Gylindermantda If^ von 
bis ti] nnd M^ von bis «s, so giebt es stets einen dritten von 
bis u^-^fHi derart dass 

üfi+J^-ATj - ^[elwi+eltt,— el(u,+fij] 

» ilik%Qfii8ntissn(fix +^ 
wird, nnd zwar hat man: 






ib%n^sn%it 



Hier sind »iVtH ^^^ ^hSf^ ^^ Goordinaten der zwei Punkte der 
Schnittcnrve, dnrch welche die begrenzenden Qylindersdtea »=£14 
nnd tt = tty gehen. Zwischen beiden ist ein dritter Pnnkt sutsOt^ta 
genommen, bestimmt durch 

Ebenso w|rd 

, , . ent^enua — snu]Sn^^dnl^dn^^s 



"-t 



2y (a?i— H^) (Xi—H-c) H<i^—XiX^)+(c'-b)z^i^ 



b(a* — X1X2) + (c — b)z^2^ 

Der Streifen 3/^ wird durch einen Punkt der Schuittcurve begrenzt, 
dessen Goordinaten demnach sind: ._. 

""^ ^-r2(aJi-Ä+c)(a:,-Ä+c)L b{a^^x^x^) + {c-b)z^^^ \ 

c^/a^—ib—cY ( j;^ — ^> + cQ //agg + (x ^ — b '\- c)y^ z^ 

"^ 2{x^'-b+c){x^^b+c) '\b{a^-x^x^) + {c^b)zjf "^ 



«8-ya*-(i-c)S-7-ö-- 



CÄjÄa — Äi^jy, 



&(a*-- aj^rrg) + {c—b)z^./ 



M 
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oud zwar ist 

eine Grösse, die sich aus den Datis construircu lässt. 

Nach dem Vorigen kanu man die Streifen 3/,, M^, M.^ aul 2 
verschiedenen Cylinden nehmen, mithin die Summe oder Diftorcnz 
zweier Streifen des einen durch einen Streifen des audeni darstellen. 
Der Ausdruck (20) kanu dann ebeusowol auf den einen wie auf den 
andern bezogen werden nnd muss identische Werte ergeben. 

$. 2. Mantel des eingekerbten Cylinder^ («<<'^ + <)- 

Wir behalten die Einführung (3) (4) bei. Der Mantel ist hier. 
wo s zum Verschwinden gelangt, ehe 9 «= 2R wird, 

ic I zdq> 

und man hat zu substituiren: 

sin 5 =■ ^•8nM•, cos 2 = dmt 
für den Modul 

Die Coordinaten werden 

X = A — c+2c/v-^8n^i/ ; ry = 2c/jsnMduK 
z = 2y/>c/.:cnM 
und mau tindet: 

Die Grenzen gehen über in «* = 0, m = A'; daher ist 

A' 

3/= IGcVbc CkHix-udu =« l^cihc{E—l"^K) (21) 


und ein Streifen von ?* = <p = bis zu beliebiger Grenze //, 

M^ = ^c-y/ho (ek, — /j'-'/«j ) ^22) 

Gleiche Mäntel, bzbw. Strcifcfii, verschiedener CyliiKhr niiiili 
mau wie in §. 1. Damit zunächst die Moduln gleich worden, niuhs 

Gl. (1^) nach Substitution von ^, für k ei-fülll werden; dies giobt: 



(«-»,)' - MKc-I)(c+3)-4f4'] 
Dies cingefalirt gidit: 



ül. (ül) ist durch die Einfuhraag erföut; ob bleibt Dach GL (32) 



..'+2(21'-1)»" + 1 



Setzt mau 
so liomait; 



, , „2-I.- , , , fiV+2l'l,2t'-l)iV + i 

<'-"»'+M^-"+^-'^")"''+'-ii - " 



(l-i)l.W = -5-'-2+l' + f 



K'--j|l— «'t'<l+2(2-64" + 2l')»"+4i'V+l-'l'| 
Hieraus ist zu berechnen 



:i 
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Elimiuirt mau m^, so erhält mau: 
daher 

+2A[(2— ^^M^+i— 2^•»][(2~^»)A+l— 2^'«+i^]} 

Jetzt ist 

(38) 



folglich 



h N 



iWi-3/,o=^5^n, (39) 



mithin das Integral erster Gattung u, dargestellt durch die Differenz 
zweier Streifen auf verschiedenen Cylindern. Zu deren Construction 
hat man die Werte: 



& = 



a am^ 



(40) 



''^]^' -o = «-*[/iV 



§. 4. Sphärische Fläche ausserhalb des Cylinders. 

Zerlegt man die Gleichung der Kugel in 

X = pcosif;; y ==* 9 sint(;; 9*4"«* *=* «* (41) 

so ist ein Element der sphärischen Fläche 

Die Gleichung der Schnittcurve giebt: 

p = & cos ij; ± V?— ft^sinV (42) 

Liegt der Mittelpunkt innerhalb des Cylinders, ist also b <ic^ so hat 
p, mithin auch «, für jedes t{^ nur einen Wert, entsprechend dem 
obcrn Zeichen, und z variirt bei constantem t/; von der Schnittcurve 
bis a. Setzt man /8ä = a, so wird Q = 4Ra^ d. i. gleich der hal- 
ben Kugelfläche ; folglich wird der äussere und innere Teil der Kugel- 



284 Hoppt: G« 

fläcbu erzeugt, 1 
bis n variirt, B 
des Cyliadon, e 
and unterhalb d 



Nadi Einfuhnmi 




>■ = , 




Setzt man, um «j 




so Audct man: 




. (- . - - „ 




" 


,f'-W 


(„.+ ,,._.!), 


,-(„'-l.'+,'V, 



-AI/;;-:: 



Uic luUü'vallo vuii i^ = U bis U uud vou K bi^ iR ontspi-cclitm dm 
lutonallun vou tj = c bis x> imd vou — » bis — c; der 3. uud 4. 
Quadrant hat mit dem 2. und 1. Quadranten gtoicbe Wert«. Ijahcr 



Ist, wie scliou augeuouiineu, i ■< t, uud 6+c -< a, so wii-d durch 
folgende Substitution dns Integral auf die Gmudfonu gebracht : 

([dU« + tl'H.( 

'■' ^ '^cdnu+acn« 
für den Mednl 

wo ziu' AbktU-zuug 
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Für ^ =» c wird w == 0. Bis zu beliebiger oberer Grenze genommen 
giebt der Aasdmok (44): 



y«6»(a*+A»— <!*) 



^7 { - V^ (Idn^ - cnudn«) 



,2c ccnu ^^ 

' * dn« ) 



= 2 






) 

— - 7 arc sin (k snw) > (45) 

Von diesem allgemeinen Ausdrucke, sowie den 3 analogen für 
b-\'c'^ a und für 3 >> c machen wir keine Anwendung, weil sie zu 
complicirt sind. 

Es l&Bst sieb bemerken, dasö die Einführung von q in (431) un- 
möglich wird, wenn ^ « c ist. Hier hat man jedoch unmittelbar: 

Q =r 2*cosi/; 
X = 26cosVi y = 2ft8intpcostf;; s = Va* — 46*cosV 

4R 



Q « 2a /^ai/; Va«— 4i«cos»iJ; 



Sei a ]> 2&. Dann erhält man durch die Substitution 

^ = R — am?4 : h = — 

die Werte: 

Q = ia^E (46) 

05 ==» 2&sn^«; y == 2&snt«cntt; « =» adn?* 

Die u beginnen im Pole p = 0. Der An&ngsmeridian berührt da- 
selbst die Schnittcurve. Zwischen ihm und dem beliebigen Meridian 
u = ti^ liegt ein äusseres Flächenstück 

Qi «= 2a2el% (47) 

das für t^i = 2K, wo der Meridian zum zweitenmal die Cur>'e berührt 
Q übergeht. Im Gegensatz zum vorigen Falle, wo Q die ganze 



Bei a<C.2b. DanD ist zu sabstituiren : 

coatf = itsn«; sinv = du« 
für den Modul 



und man findet, das Integral bis z =0, il. i. « — K gerechnet ; 

<i = SablE — k'*K) (&0) 



Q, ^ 4at(clwi — k%ij) 
sn'« ; .V ■= n snit dn« ; z =^ o en« 



Die Addition ergiebt: 



:\ 



H 
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Die Ausdrücke fttr a%„ ygi «s feilen wieder mit den vorigen (48) zu- 
sammen. Auch Qi + Qs — Qs ^at in Coordinaten denselben Wert (49). 

Eine Elimination der 2. Gattung ist nur möglich, wenn in (47) 
(51) Kugel und Cylinder verschieden sind. Bedingung ist 



woraus: 



and reciprok 



a^ =» 2ao5o; 


2b _ «0 


«y2aÄ; 


^o-^l/i^ 



ao « y 2aÄ ; *o •= 1/ ö,. (52) 



Ist dies festgesetzt, so wird 

Qi — Qio = 2a« A:' 2 t^i = 2(a2 — 4/^«)«, (53) 

Im Grenzfall a^ 21 ist Q nicht mehr elliptisch , sondern alge- 
braisch und lässt sich leicht quadriren. 

§. 5. Länge der Schnittcurve. 

Zur Berechnung des Bogens S gehen wir von den Relationen (2) 
aus. Für das Linienelement findet man: 



^^ 



[(* + ^)*— «*+«*] [a^— (Ä — c)2— ««] 

Das Integral ist im allgemeinen hyperelliptisch. Der Fall, dass 2 

Factoren unter dem Wurzelzeichen einander gleich werden, tritt nur 

ein für 

as^-{-c und Ä -» o-f-c 

Für h ^ a'\'C berühren sich beide Flächen von aussen; wir haben 
daher nur den Fall a = &-)-<? zu betrachten, wo sie sich von innen 
'•ren. Hier wird 
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so ist das Körperelement 

d^P^rdrd(pdz 

Liegt derCylinder ganz innerhalb der Kugel, so dass <p den ganzen 
Umkreis durchlaufen kann, so ist der innere Körper 

4B c « 2R c f 

|Ra3- P=- r d<p frdr f dz ^ ^ f d<p ß rdr ß Bz 

0-5 

und zwar die obere Grenze der z 

z = Va* — l^ — r*+ 2br COS q) = Va^ — h^ sin^^) - - (r — h cos (pY 

Integrirt man unbestimmt nach r, so kommt: 

//r« — a^-f-Ä« hr h^ . \ 

zrdr^=i\ ö— ^ g- COS <p — „ COS*g) \z 

+ ö (a*--^*smV) cos^jarctg 

td z 

Nach Einsetzung der Grenzen wird 

SRa3 — P=P'-P" (57) 

und zwar ist, entsprechend r = c, wenn man zur Abkürzung 

V = y a« — Ä» — c< 4."2«^g"^ 
setzt, 

2B 

/"= 4 / 89 < I — ^-^ 6^ ^*^ — 2 ^^®^ ) ^ 



I */ « ,« • « X * r — Ä^cos^l 
i" 2^ — '>*sm*9)cos9arctg tt > 



woraus F" durch Verschwinden Ton e hervorgeht. Integrirt man den 
letzten Term teilweise, so verschwindet der integrirte Teil wegen des 
Factors sin^ fbr beide Integnügrenzen^ und man erhält: 

/>'==4y a^K-^— ^^eos9-^cos*^)r 


^ 3fl^— ^sia *y . «-— /r^+fecos^ I 

s 


+&«(— 2«*+25«^-f rfjcos-9 - V>Vcos^^ 

lUlT. 1^ 



=- in'^\Ke{'ir—(K—E)<p—Ksn'v^ 
Nach Rcduction von h, c anf w wird ferner 

I', = Jn» J4£Bn'/'-[4— 2{cn'V + dn'V)— 3<-nVi]nV] 

4 — cn'V — dn%r-|-3cn'i''dn'in+cn'*wdii'*«:^ 

an'»- ) 

und nach Addition der Toiio 



(cn'ic — dn'ir) (Ten''"— dn'ir) — (1 — cn'^r, 
+ J A'sn'.(-(4 -- 2l-ii'«.c~ adu'*ir — acn'ir du'ir) | 
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Aus den Formeln (58) ersiebt mau, dass /• uud w zwischcu ihrcu 
weitesten Grenzen, d. i. ic von bis 2K\ variireu können. Un- 
mittelbar nämlicb ist deutlicb, dass w den Wert K' erreicbt, wenn 
h = c wird, und dass dabei h nocb ganz unbestimmt bleibt. Soll 
aber w yerschwinden , so muss gleichzeitig b verschwinden, und c in 
a übergehen. Es fragt sich, ob dann k noch jeden Wert haben kann. 
Sei e unendlich klein, und 

ö = aßs ; c == a(l — e) 

dann wird 

^ -y-i- [1 - (1 +ß)$y yi+ßy^-a-^ßj^ 

hat also den Grenzwert 

'--yi-\-ß 

und dieser variirt von 1 bis 0, wenn ß von bis 1 variirt. Folglich 
bleibt noch jeder Modulwert möglich. 

Man kann demnach *6 Körper I\ , I\ ? ^^3 (^^^ bisherige Bedeu- 
tung dieser Zeichen ist aufgehoben) coustruiren, welche demselben 
Modul k und den Argumenten w^^ //^^ </j+ti% entsprechen. Zur Ab- 
kürzung sei 

(ax'w - du'<c)(7cn%<? — dn'//j) — (1— cu'<ü?)(du%';)^ 
900= 3^-; 

tf,(w) = sn'M?(4 — 2cn'-«? — 2dn'-V;--3cnVdn'tc) 
Dann ist die Relation der 3 Körper: 

Pi-^-Pf—Pii = 4«^lÄ'[^•'^sn^ClSn'M?2ön'(K•l+'^5»)+9("^1)^-9('«^2) 

Führt man zur Keduction auf gegebene Lineargrössen die Werte (58) 
ein, so wird 

sn (wt+^c,) = 2ak^ a^T^-ieT^M^^c.; 

cn(iq-her,)-A; - a4jt«_16// V,c,c, 

dn (,r, + ic,) - L ___ ___^- 

tor CoDStruction von A hat man (6<)) 



KClansziehung zu tiuiJcn: 

Nach diesen Angabcu ergiebt sieh i', + Pj — P, durch algcbraischa 
Ucchuiing. 

§. 7. Ellipseu. 

Zum Schluss wolleu wir uodi die Fignrcu zusaniiTicustclleu, Jcreu 
Grosse sich in Etlipsciüiuicn ausgedräckt ergcbcu hat. Wir dcukou 
(I, h, <■ in irgend einer Linieneiuh^it gemessen. 

1) Der von der Kugelflachc bfgrenzto Mantel des durchgesteckten 
Cylinders ist nach (6) gleich der P^llipse von den Halbaxen 

Basis des Cylindcrs heisse derjenige uortuale Silinitt, in dessen Kbeut," 
der Mittelpunkt der Kugel M liegt. Sein Mittelpunkt sei C. Kine 
tieradc durch beide schneide die Basis in A und B. Zwei Lote von 
^i uud B errichtet schneiden die Kugel in D und K. 3Ian vollende 
die Rechtecke C'ADF und CBEG. Biese vierfach sind gleich Jen' 
Ualbaxeu. 
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2) Dor ¥oni durchgestecktoa Cyliudcr bugrcnztc Teil iIlt Kugel- 
flächu ausserhalb des Cylindcrs ist, wcuu der Slitlcliiuakt auf dem 
CyUndcr liegt, nach (47) gleich der Ellipao von den Halbaxcu 



Hier fällt A mit M zasammen. Man verlängere AB bis zum Durch- 
schoitt mit der Kugel in if und J. Dann sind das Quadrat U^cr ^1// 
uud das Dreieck EHJ gleich jeneu Ualbaücn. 

3) Die Länge der 8cbuittcurvc der Kugel uud de» vou iuuun be- 
rührenden Cyiinders ist nach (54) gleich der Ellipse, deren Halbaxcu 
sind 

A. i. die lauieu BD, BA. 

Wie mau Teile derselbeu Figuren alij Bogeu dcrscibcu Eltipsuu 
darstellen kann, ist aus den Formeln leicht ku ersehen. 

Die im Vorstebendeu übergangenen Grcuzfhlle siud, aowcit sie 
Lösungen des Viviani'schen Problems ergeben, in Schlömilch's Zeit 
Schrift VL p. 56. behandelt. 



1. AuflÖBDiig der tilcichuugen vom zwcit«ii Grade. 
Ks aoi gogobeD die Gleiclmag 

1) x*+«* + ft = 
Nimmt mau als allgcnieiiio Form der Worzcln dieser Glcichuug 
2, ( '. - »+■" "J 

SO ist idoutiscL 

a;*_f.^4.Ä ^ (^-,„-,,i)(x-m+„i) = U oder 

Weil nun die Coefliciciiteu gleich iioher Potenzen von x cinan 
gleich sind, so ist 

li) (I =-= — 'Im und 

4) 4 = ,««+«* 
Aus Gleichung 3) folgt 



und aus 3) und 4) folgt 
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Snbstitairt man diese Werte fUr m und u iu 2), so erhält mau 



w- 



II. AuflöBong der Oleichangcn vom vierten Gi-odc. 

Es sei gegeben die allgemeine Gleichniig vierten Grades 

Dio vier Wurzeln dieser Gleichung seien: 

«j nnd a-^ = miw* 



2) 



iTg und 3-, : 



so dass also identisch 

Hieraus folgt, dass 

4) «--2(m+p) 

6) c 2[m{p* + 5") + p(.«*+««)] 

Setzt man der Abkürzung wegen 

»»» + «' = K und p'-\-q'=ß 

SU erhält ninn 

4a) -^ = {.«+p) 

Öa) b = (i-\-ß-{-imp 

6a) -| = y>ti+mß 

7a) .i = fß 
Ans 5a) und 7a) folgt: 

a = i[6 — ij/^ + yft— "4m^)*^rf] 

Dieso Werte t'ttr a und ^ iu tia) stibstituirt, ergibt: 



folglich 

Bcrcchuun); vuii « uud q. 
Aus 5} fulgt 

lU) i-^'--J.= „' + ,^ 
Ana K) lulgt 

oder 

11) '"~'- ~ ,.r+„'r 
Auü eleu tilcicbuugon 10) uud 11) folgt 

lind weil uach ü) und ü) 



vom zweiten, drttlen und vierten Grade, 3()1 

2-3 = 4 
0-4 « — 2 



Nimmt man nun den Wert 



«2 = 3} oder 



so orhält man dieselben Wurzeln wie vorhin, nur in anderer Auf- 
einanderfolge. 

2. Beispiel. 

jc*—16a;»+8Öa;2— 176x4-105 = 

Die kubische Resolvente dieser Gleichung ist 

s»— 432^+612« — 2880 -= 

Hieraus ergibt sich 

z^ = 16, folglich g)i = 

Für ar, = 16 lassen die Gleichungen 12) und 13) die Werte für jr 
unbestimmt, dagegen erhalten wir aus den Gleichungen 14) und 15) 

a?! = 5 

a:^ = 3 

arg = 7 

«4 = 1 

Setzt man z^ = 15 oder ^3 = 12, so erfolgen aus den Gleichungen 
12) und 13) dieselben Werte für rr, nur in anderer Aufeinanderfolge. 

Lehrsatz. Wenn in der Cardanischen Formel die Discriminante 

4a^ 
//*+ 07 rational ist, so sind entweder beide dritten Wurzeln dieser 

Formel auch rational oder beide irrational. 



Beweis. Setzt man 



4«* — 27aM* 
^ = 54" 



worin u eine rationale Zahl bedeutet, so ist A^-f* ip? rational. 

Setzt man jenen Wert für ö in die Cardanische Formel ein , so 
man 



Wenn 
mithin 



iial is 
Wiii-zc 



worin a-, 9) nnil l- rational sind. 

Ks soll nun bewiesen werden, dass sownli! l' .>~*^ als 

I /rö ~ i" 

l' ., + ^ rational ist. 

Knliirt man lieirlo Seiten der Gleichnng I), so erhält mao: 
oder 



III. Welche Form rauss eine Gleichnog 3. Grades a^+n*-|-Ä = 
)i»l)eii, damit die Lösung der Cardaniscbon Formel eine rationale 
Wur/el der Gleichung liefert? 

Antwort. Die Form der Gleichung ist 

jr' — 3!rgi(m — 9)) + 3mqo(m — gj) — *!-* = 

worin >» eine rationale Zahl und f eine rationale oder imtlionale 
Zaiil bodentet. 

X, ist dann gloicl 

Beweis. Wenn die Gleichung ar'-f-i 
nach der Cardanischen Formel: 



Es Hci uun 
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2) i/-*+i)/;»+g=.-^ 

und 

SO erhält man, wenn man die Gleichungen 2) und 3) kubirt: 



2a) ]/b^+~ = 2(m-^q>)^+f, 



folglich 

4) ^» =5 — (m — q>)^ — gjr^ 

Qnadrirt man die Gleichung 3a), so erhält man: 

27 == ^^+bfp^ 

Substituirt man in diese Gleichung den Wert für /> aus 4), so erhält 

man 

a ^s — 3q){m — q>) 

Die Gleichung a^-|-^iaj-|-*, aus welcher die Cardanische Formel ent- 
wickelt ist, erhält also die Form: 

5) aß — 3x(p(vi — (p)-\- ^m(p{m — (p) — m^ =0 

Die Factoren dieser Gleichung sind 

X — m =" und 

daher ist 

ajj = w 

x^ und x^ = — 2 ± — 2 — '^'^^ 

T)ic Gleichung 5) kann auch geschrieben werden 

x^ — 3arg)(wi — (p) — (m — qi)^ — m' = 

Wenn q> nun rational ist, so ist auch {m — q>) rational; setzt man 
dann 7/t— cp = m und <p = ?*, so erhält die Gleichung 5) die Form 

v? — 3mnx — tt^ — V? = 

Xy == 1ll'\'n 

20 



■ '}±Vi+t 



V. Welche Form niuss eiu QleichuDg 4. GradCB a^o3*-|-ßH-I'='' 
liabeii, damit eine Wurzel ihrer kubischen Besnlvente, durch die Car- 
danische Formel bcreclmct, ratioual ist? 

Antwort Die Form der Gleichuog ist: 

uiiil tlie kulnscbß Rosolvente derselben: 
--a(»+3) 



8) =._A,+ 



27 3 



j iat hierin wieder ralienai und « ration»! oder irratinnsl. 



rt 
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Beweis. Für die allgemeine biquadratische Gleichuug 
wurde die Resolvente 

gefunden. Setzt man in diesen beiden Gleichungen a » 0, so orliält 
die biquadratische Gleichung die Form 

und die zugehörige Resolvente 

Wenn diese kubische Resolvente durch die Cardanische Formel eine 
rationale Wurzel liefern soll, so miÄs sein: 



dann ist aber 

^-^ == ö mithin a = 2« 



am—^ in^ 



£ = - S - 1* - «"• - ""' " '* = T - (2? + 3*+ "'"+'»') 

Substituirt man diese Werte für er, ß und y in der Gleichung 

x^ + cra^* -f" /?a; 4" y === 

ein, so erhält man die in der Antwort stehenden Resultate. 

VI. Welche Form muss eine vollständige Gleichung 4. Grades 
haben, damit eine Wurzel ihrer kubischen Retolvente, durch die Car- 
danische Formel berechnet rational ist? 

Antwort. Die Form der Gleichung ist: 

+ 16+2 -3 -4«-4"K- (27 + .-, +- + -») =0 

20^ 



„+^ 



-^K-(S+f+~+- 



10^2 
Tn Her zu der Gleichung 

geliörf^nden kubiachon Resolvente 

aul>stitiiire man fOr «r, ß, y und i diß obigci 
man aU kubische Resolvente der Gleichung 9] 

10) .-J_^(3a + 4)=«+~(3a«+8a»+5i«»+] 



uu« iweited, diiUtH Htul riirltH Onult. JJOtt 

S«tEt man Iq dkscr Uloichnug wiodcr 

so orhtUt mau die Rcdiicirtc 

y*+"i'— «"* — '»^ =0 
also 

!/l = "' 
mithin ist .v rational. 

Uambui-g, im August IKT'J. 



puuamices <its n i>remier.s nombree eiiliers, ftc. 31 1 

Ott 
('» + 1)[(»-|-1)«-1J =(« + l)^»" + ^^-X««-» 

La plus baute puissaucc de u, (|iii soit coutcuue dans Ic preinicT 
niciubrc de cettc egalite, est evidcmment de degr6 « + 1; de plus Ic 
faeteur («-{-1)« — 1 etaut divisible par ?/, il en sera de meine du 
sGcond metnbre. Donc 

La soniine des puissauces a den n premiers uombrcs 
cntiers est un polynöme divisible h la fois pftr n et par 
M-fl? qui est du degr6 a+l P^^' rapport {\ w. 

3. Methode des eo^fflclents ind^termin^s. Proposous - iious de 
calculer la somme des septiemes puissanees des n premiers nom- 
bres entiers. 

Si nous desiguons par (p(w) le polynöuie eutier en ?<, qui exprime 
cottc somme, uous pourroas ecriro (n^ 2) 

oü ^, 1?^ C, . . . , H reprcscutent des coefticients numöriquos , ciu'ii 
s*agit de determiner. 

Atin d'obtenir les valeurs uumeriques de ces cocfticieuts, daiis (1) 
remplavons » par n — 1; nous trouvous, eu vertu de la formule de 
Taylor^ quo 

-2^^^W + 2'6^^^W~2^^"^W+2'^ 

Cr il C6t evident quo 

2V— !:(,*— 1)7« ,^5 

notis avons, par suite, en reti*anchant (2) de (1), 

-2^G<^''w+2-:7'^^'^(«)-2:^^ 

II sufüra nuuutciiant de calculer les dcrivces de q)(n) au moyen 
"^galit6 (1) et d'eu substituer les oxprcsäious daus (3), pour avuir 



juvnuor UDgm »uiire iu> u u 1 1> uiEviiuiun a, -o, i>, . . . ^ n. 

Prenoos les därivfeg BuccesBiTBa de ip(n). L'^aUti (1) noiu dmae 
^In) = A-{-2Bn-\- SOi*-]- iDn*+ 6En*+ %Fh* 

~^(%) -. — {B+30I+ GJDn*+10En*+lbFk*+3lOn* 

-äfe»"^ --(/H-7G»+28ä»«), 

Subatitnons cos cxpressioiis daus l'fgalitä (3) et ^galons & z6to 
Ics cQcfficients des iiuissauccs succoasivcs de n; nous obteuons ]es huit 
cqnatiODB du premior degrc 

. A— B+ C— />+ E- F+ O- H=:0, 
2S— 36'+4D— 5i;+ C,F~ 7G+ 8//=0, 
9C—GD+WK -15f+21G— 28/f — U, 
4n—10;;+20/^— 350-1-56//— U, 
öi-; — 15F-|-35ff— 70// = 0, 

(«F— 21G+56//= 0, 
7«— 28//= 0, 
8// = 1. 

Si nons resülvous <X!S uqualions di: jirüuiio uii proclie, cu vom- 
incu^aut par la dcrui6rc, nous obtit'udruiis , pour Ics coefticientä A, 
li, C\ .... fi pris eil seus iaverae, les valeure chorchees 
H = i, G' = i, /--tV /; = o. 
i) = — {-i, (:=o, n = fi, A^i). 
11 uous snt'tira Je mctlre cca valcurs dans Ig dävoloppcmenl (1), 
puui' ti'ouvci' quo la soiiiiiic des scptiüiiies puissancics des n prcmien 
uumbres cnticrs est 



+2n* — 15o4-äl. 

II n'ost pas iuiititc do i'aiiti obacrvcr quo Ica cxprcssious, ijui 
louiiiiaiont Ics sonimeii (Ich imissauocH suniblablcs ))ain!E di-s 'i \>tc- 
niii'rs düinbrcs eiiticrs, aümuttcut toutes, cotnmo fcictcar, Ic jirudnil 

'<(ii'|-l)(2ii-|-l); üt (jue Celles, qui iluiiiiout Ics äommcB des imls- 
sauces sciiiblablcs de dcgrü imi>air, coiitionneut toutes le factcnr 

6; Itelltfiuni« eutrc lex IvoU jirelnieres des üouimes pr^cMentes. 
AJuutous doU)> ä ilcux £ii, £>i°, £n^, et jircuoDS de iiictuü k^ dit- 
förcnotjs entrc CC8 soiilines; rtous «btonons !C9 six ^gulitcs 

(I) £n'+Ä„ = i.(„+ !)(,. + 2), 

(II) £,.'-Sh - J(„_l).(„ + 1); 
i-,.>+i,. = j„(„ + l)(,.'+,. + 2), 

(III) i:.,»-2:. _ jc-l)"(«+l)("+2)i 

i.»+i«'_ ,',,.(»+l)(«+2)(3« + l), 
S,»-i»> = A(»-l)"("+l)(3» + 2)- 
Nous voyons par (1), (11) et (111) qup 

1" La »ominc des curre» des 'i jiremicrs nombrffi 
eutiei's, sjont^e ä la summe de ees n mciiics 




tlifl'creuuc ontro la aonime ilo cos cubea et la sommc des 
n meines iiombros, 

On trouvo ciiGore (|uc 
(XI) a^u^-l-iu^ - i..3(« + l)i' = li«». 2V 

t*. Nous avuiis 

£»" 3..' + 6«3 — 3.. + 1. 



or, si n est Uli multiple ilc 7 plus 1 et cga 
de la fraction du sccond membre dcvicut 

3(7p+l)'+6(7;>-J-l)3-3(7 

et, cuninic Ic rcstc de la division du uuiiie 
<iuu cclui que l'ou obtieut, cu divieant par 



(d) i{2n-l)»= ,i5„(4„*_2)(12»*-7), 

(c) £(2n-l)'= Ml6»'-20..*-7). 

14. I.n formnte (6) pouvaut s'fcrire 

21[2n — D« = K2n — l)2n(2fl + l). 
iiouB voyous que 

Ln sommo dos carrfis dos» premiors iiombrea impairs 
ost egnle au sisi^mc du produit de trois nombres entiors 
i^oustcutifs, dont le prcmior est Ic dornicr nombrü im- 
pair cDUSiderö. 

l.'i. Si D0U3 divisoDS (c) iMw (a) et (d) par (b), nous ohtionilrons 
Ire ((uutieiits 

Doiie l" La aomme des cubes (' 
inipairs est toujours divisible 
mt-mes iiombres impairs; le qiiotic 



320 

2(2«. + 2—1)» 

Lorsqao »• 

«t rcprüBCDte la 
los M protnier ni 

■H\ S«mMC 
Si ceB nt nombr 
iiiandt'C sera 

Dans le cat 
Notro sonune sc 

= i[(™+»){m- 

. |,„(,»+i.,+ l)(r»*+2m.,+2n»+m+2»). 

Pour "i = ", cctt« pxprossiou devient 
M3«+l)(5«+3)i 
eilt' füiirnit la sumiiiu ilos cubea dos » iiombres ciitiere. qui vipnnmt 
i\ la siiite di'S t< proniiers iiombrea cntici's. 
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XXM. 

M^thodea expdditives ])oiir Textraction de la 

racine cubiqiie 
des nombres entiers ou d^cinmnx. 

Pnr 

Georges Dostor. 



1. Lcs indastries professiounclles, telles quo la charpontc, la 
meuuiseric, la coopo des pierres, la fondcrie, etc. pr^^sentent souvent 
dos calculs, dans lesquels on est conduit h extrairc des racines cubi- 
ques. Ces raciues sc d^terminent alors, selon les cas, avec deux ou 
trois chiffres exacts. 

Mais, dans les arts de pr^cision, Ic constracteur, le möcanicien, 
Ic physicien, etc. out souvent besoin d'un plus grande approximation ; 
ils ont alors recours aux Tables et obtiennent les racines cubiques ik 
Taide des Logaritbmes. Ceux-ci ne sauraient donner tout au plus 
qne cinq on six chiffres exacts. 

Cependant, lorsque la quantite k evaluer en d^cimales contient 
fies radicaux superposes, les premi^res racines cubiques devront Hro 
calculees, de mani^re ä fournir antant de tranches de trois chiffres, 
quo Ton d^sire avoir de chiffres ä la demi^re racine. Dans ce cas 
il faut, de tonte n^cessite, proceder ä Textraction directe de la ra- 
cine cubique, et d^terminer cette racine avec un assez grand nombre 
de chiffres exacts. 

2. L'extraction de la racine carree est une opC'ration assez 
e: eile reposc sur des principes qui sont facWm ä /''tablir vi 

I a appliquer; l(*s calculs sont jk'U rompliqn6s. 

21 



II sViiauit que nous jKiuvonB fcrire 

p|. par Buit(>, cn njoutaiit de part ot ü'antrc .OOft/^a 

I,t' flpninil mcinhro 6taiit iSgal i\ iV — lOOOii^ nous ai 

{;tOO(P+3OO<0ö > iV- lO0O./>. 

Nous voyoDS ahisi (juc, si noi 
^1'/, iiniiB oblieiiilrons un quot 
doiir In jiartii! nutii^rc q' de 
eure au chiffpc des aiiiU-s » 



I 



pottr Cextr(tclion th La raeine cubique etc. 






II 8*ciisuit quo Ic Chiffre des unitcs de la raciue cubique de 
274308 est 5 ou 4. 

6. Pour essayer le chiffre 5, on observe que Ic rcste 58308 
oontient la somme des trois deruieres parties 

3 . (10fO«w-f 3. (10€Ou^+ n^ 

du cubc de 10 +w. 

274.308 1 64 



216 


36 


36 


583.08 


3 


3 


461 44 


3(10c0^ = 10800 


10800 


121 64 


3.10€/u= 900 
2 25 
11725 
3(10c/)^t.) . 


720 
16 

11536 
4 



-j. ^^3 j «58625 46144 

Alin de former cos trois partics, oü rZ = 6 et ib = 5, iious ecri- 
vons, 80U8 10800 = 3(10^0^ le triplc produit 900 de 60 «= lOd par 
5 -= », et süus celui-ci le carre 25 == u^ de ?* = 5 ; la soinnie de ces 
trois parties, ou 11725, sera donc egale ä 3(10f/)'^-|- 3(10(^0" + "'^- 
Eu multiplicant cctte sorame par 5 = w, nous obticndrous 58625 pour 

la somme 

3(10r/)^w + *d(lOd)u^+u^ 

des trois auti*es parties du cube de 65. 

Le uombre 58625 ctaut supcrieur au rcste 583U8, le chiffre 5 
est trop fort. 

Ou essaie de la meuic mauiere le chiffre 4, que l'ou trouve etre 
cxact. 

7. Seit maiutenaut a exti*airc la raciue cubique du uombre 
274308246864083, qui renferme plus de six chifires. 



274.308.246.864.083:64975 
583.08 



121642.46 
9487978.64 

633213910.83 
47 08 



3(lOd)^=10800|1228800jl26360300il26633027()O 

974550 
25 



17280' 1362901 
811 49| 



3.10f/u =- 720 
w2=_ 16 

11536 

310(^/wh)«=i2288il263603126633027! 

192j 1947' 19491 

12480 i26555()il26652518 



12461 61 ! 1 26496639; 12664277275 
81 1 49 



partir do la droite, 
(ino A4 da nombre 
gaacho. 

A cübi dn ra 
l'on 84p«rc, dans le 

Ponr obteudr : 
diviser la partie 1! 
dousi^mo resto, pM 

Or ce triple et 
addition. 

En offeli, sona 



ecrivom lo carr£ a 
Bommo de tOQB le 
nombro lOdCMD; aoi 
se cumiMSO des pa 

3(10<0«, «*> 3(lU(0'+3(lO0" + »-, "*, 
üt |mr suitc sc tronvo Otrc egal A 

3(10rf)«-f-C(l*0» + a«* = 3{lfti-J-K)*. 
Co uombrc est Jone egal !\ 

:i(W+4)'i = 3.64», 
ou au triplü caire ile In partie »i4 trouvec ii la rai.-iiie. 

En divisaat 12H>4'2 d'abonl imr ia288, imispar 12288 plus 3 tois 
Rl ^ 192, ou par 1246ii, uous trouvons Ic memo <(aotieut enücr äi 
donc 1' est le troisieine cliiffre Uc la racine. 

Du denxiünic resttt 1210424t> uous dovoiis retraucher 

3.Ö40«.9+;t.fi40.H' + a^ = (3.Ülü'+3.6i0.9+y*)y. 

Or, en ccrivaDt dcnx zeros ii la droite de l-i288, qui est egal h 3.64*. 
nous aurüus forme le produit 3.64IJ" ^ 1*228800. Sous cc 
nombre 122Ö800, porte sur la premÜTO ligiiu ä la suitc de lOtHXI, 
uous öcrivons le uombrc 1728f)^= 640X3.9, quo uons ealculons di- 
reclemcnt; et, sous celui-ci, uous mcttrons Ic carr^ 81 = 9». La 
sominc des trois nombrcs snperpos^s 

1228800, 1728«.i, t*l 



scra e^alc a 



Ö' 



pour Vextrnctinn de In rfwiuc rttbi'/m tir. -Vll 



;:}.0-4ü^+;').(U().ii+i)-. 



En inultipliant ccttc sonnnc i)ar 9, et eu retiaiicliaiit Ic produit 
dircctcuicnt de 121G42U), nous obtiondious lo roste 04^71)7, i\ cote 
duquel iious abaisserons la traucbe suivante 864, apres cii avoir se- 
par6 los deux derniers cliiftrcs i)ar un poiut. 

La partie k gauchc du poiiit, ou 9487078, devra eti'C divisec par 
lo triple carre de (549, pour fournir le cbiffro suivant de la raciue. 

Or ce triple carre s'obtieut de suitc, eu uicttaut le carre de t» 
oa 81 8008 124616, et eu l'aisant la sorame des quati'c derniers uom- 
brcs ainsi ecrits. 

Getto 80inme sera 1263603 = 3.649^; en y ajoutaut 1947=3.649, 
quo Tou calculera directemcut, ou aura le secoud diviseur 126555(>. 

Divisaut le uouibrc 9487978 par ces deux diviseurs, ou obtieut 
Ic memo quotient entior 7, qui sera ainsi le quatj-ieme cbiflfre de la 
raciue. 

II sera facilo de coutiuuer Toperation, en suivaut Ics calculs du 
labloaa precedent. 

8. Le calcul d'uu chiflre de la raciue sera d*autaut 
plus ccrtaiu, quo le uombre des chiffrcs deja obtcuus ä 
la racjno sera plus cousiderable. 

Car dös quo la partie 1) trouvec a la raciue sera egale ou su- 
pcricurc ä 10, ou obtieudra le ineme cbiffrc au quotieut, eu divisaut 
les ceutaiues du reste correspoudant suivi de la traucbe suivante, 
il^abord par 3/>^ en suite pai* 3/>^4-^^» öu du nioins ou obtieut 
deux quotients, dout la diiTörence est nioindre qn' unc uuite. 

Soit, eu effet. It le nojmbre forme par Ics ceutaiues du reste. Si 
uous desiguous par U et u! les quotients complets quo fournit la 
di Vision de R d'abord par 3/J^, puis par 3/J^+3Z>, nous aureus 



d'oü il nous vieut 









ou 

n n' 



Z>(3Z>^ + 37^) D' 



cbiflhTa tlc la i-acinc uubiiiue d'nn Jiouibrc euticr. On süt (n" 9) 
I quo l'ou pourru übtciiir tou^ los autics chilfros de ccUe rsdno, ea 
di«isant 1« restc, suivi du preniier tieis des chif&os ft abaisser, ptr 
)e tripis carte de la pai'tie trouvee ü la raciue. 



IMOMr Fextraction tle fa racint cuhit/ut tk; ^o\ 

. }^ obticnt aiiisi le uombre, approche par oxcis, qui e?>l 
^ Vaiv Ics antres cliiffrcs de la raciiic. 

^^ Tüll avait diviso lo meine rcste, suivi du preinier titrs des 
cmnres ä abaisscr, par le triple carre de la partie trouvee a la ra- 
tinc, aagiuonte de trois fois la memo partie, oii amait trou\e (u" U)) 
If uombrc, approcLe par dcfaut, qni est forme par le« antres 
ciiffiies de la racinc. 

Dans CCS dcux divisious, ou obtient des quotienfs, rmi par exres 
vi Tautro par dcfant^ qui eomprenneiit Ic numbre forme par les untres 
diiifres de la racinc, et ({ui diff^^rent de ce uombre, chacuu de moin^: 
d*ane miitc (n^ 11). 

En combinaut cos deux metbodes, ou pcut obtenir. avee nur. 
grande rapiditu, la racüic cubiquc d*uu nombre tres eonsideralilc 

13. Soit, par cxemple, a extraire la racine cnbitiuc du UdNibre 

274a8935782432r»85a42( )S7o l;V.». 

c[ui comprcud neuf trauchcs de trois cbiffres. La racinc «rubiiph' 
aura neuf chiifres. 

Ou calculera d'abord los trois premiers cliilVres de bi rarin«- 
cubi<iuc par le proeede indiquc ci-dessus (n" 7)-, au nioy<Mi iW. ns 
tn)is chiffrcs, ou obtieudra, par une sini])le di\isiou, les dcux cliiirrcs 
suivants. 

J^es cinq cbiffres ainsi trouvcs penncttent dv, cakub-r, jiar nnc 
divisiou, les quatre deruiers cbiffres. 

l/operatiou peut d'aillcurs, etre disposee rnninu- ('i-d«;>-r,n.: 



Hof/mann: üetter die Anzahl ttc, :V>^3 



XXVIl. 

Ue]>er die Anzahl der unter einer gepelKMicn 
Grenze liegenden Primzahlen. 

Von 

K. E. Hoffmann. 

Sind |>|, Pi^ ..., nach der Grosso goonliiH, iVw in «'iii'-r /iilil /« 
nicht anfgeliGiidcn Primzahleu, so erhält mau alh* /u tu n-lativf-n 
Primzahlen, indem man in dem Schema: 

1 Pi Pi' Pi^ ' • ' 
1 7>s Pi"^ Pt^ ■ ' 



aus jeder Horizontalreihe ein Element nimmt, die gt^wiihlten KlrMiu-nt«- 

zu einem Product vereinigt und alle m<)<{li('hen Product«? dirscr Art 

bildet; die Elemente je einer Horizontal reihe bilden eine unendlirhe 

geometrische Reihe, man kann deshalb die Summe aller zu m nhi- 

tiven Primzahlen als Product ans den Summen der einzelnen IWWww 

darstellen in der Form: 

1 

1—;) 

wobei das Zeichen T sich auf alle in m nicht aufgehenden, Prim/uhlen 

bezieht 

Unter den Summanden des entwickelten Productes T sind nun 
insbesondere diejenigen merkwürdig, welche -< ta£ sind, und d^n-n 
Anzahl in der Zahlenthcorie mit q>{7ii) bezeichnet winl; man hat, 
wenn a^ />, c ... /•, l die in in aufgehenden Primzahlen sind: 

,w=4-i)(.-j)(.-:)...(.-i.)(.-;) 

(cf. Dirichlet Zahlentheorie von Dedekind § 11.) 

Unter den q>{hi) Zahlen, welche <C w* und relativ prim zu m sind, 
mögen nun fi zusammengesetzte Zahlen sein; ausserdem s(n di(! An- 
zahl aller unter m liegenden absoluten Primzahlen N und A die An- 
zahl der in ?« aufgehenden Primzahlen a^ h, c ... hy i , dann ist 
offenbar : N = q>{m) — ft + A. 

Die Aufsuchung der Zahl N führt dann wesentlich darauf hinaus, 
<lie Zahl ^ zu bestimmen, da man, wenn in nicht eine sehr grosse 
absolute Primzahl ist oder sich aus grossen P^actoren zusamuiensetzf. 
jedt^nceit mit Leichtigkeit q>{m) und A augeben kann. 



9(30030) = 30030. J .5.1.?.}^. 13 = 57ÖO; 
/i ~ 2517; A = Gi 
jV ^ 571SÜ — 2517 + G = ;t2-iy. 
Zweilii-UckPii, 22. August l!^7y. 



nnet KegeUehnitt» durdi fünf fftgthine IhmLu. 



'i'**» 
•>•*.' 



&,^ schneidet, nnd zieht endlich die Gi^radou /i'/i,' 
1 A^B^\ welche sich in dem Punkte A*' schneiden rnö- 
n: so liegen die sechs Punkte 

A\ A^, A\ A\ A^, A*' 

derzeit in einem Kegelschnitte. 

Um nun den Beweis dieses sehr merkwflrdif^eu Satzes auf das 
^metrische Goordinatensystem zu gründen, wollen wir das durdi dif 
^i Punkte A^^ A\ A^ bestimmte Dreieck A^A^A^ als FundaiiK-ntal- 

«Ireieck (triangle of reference) dieses Systems, und di«* ^i^rid'-ii A^A'. 

•IM^, A^A^ beziehungsweise als die Istc, 2te, WU* Ax<* di^-vs '^>- 

stems annehmen. 

Unter dieser Voraussetzung wollen wir die trimetnschfn i'uuvU- 

Uten 

A^, -1*, .4^, A\ A' 

beziehungsweise auf folgende Art hezeichneu: 

0, v,\ 0; 

0, 0, ;;,'; 

Po^ 7>/i Pt\ 
Vo\ Pi'% Vt- 

Die Gleichung der durch die Punkte A^^ A^ gehenden (icraden 

^M« ist (a. a. O. §. C): 

7J„ = 0. 

Die Gleichung der durch die Punkte ^1^ A"^ gehenden (loraden 
A^A^ ist: 

Vi = t>. 

Die Gleichung der durch A^ mit A^A^ parallel gezogenen Gera- 
den i1,M,« ist (a. a. 0. §. 9.): 

n — Po* = ^^ oder ;iy = V- 
Auch ist diese Gleichung, wie a. a. 0. gezeigt worden ist: 

(J— /jö*sintrjj)jpo— |>o*8in>r^.f),— Vs»""*«»!-;'- = o, 
folglich, weil bekanntlich 

./ = po*8in/r,j-f"l'/sin»''^-|-;j/sintrrt, 
ist: 

(;>/ sin ^r^, -j- y>5s* sin »'•ni);>n - - 7'»* si" *''-o • V\ "" 7*u* ^J" "«»i *Vt ^^ 
oder: 

22* 



uder; 

Ot, — i) sin c-i, . (;>o — w») + (^i' ~ 1) sin «'a, . {;>, — öj) 

- {(i«-l)(l,-l) + V,(J-^-l)J9i>i"oi(i'»-w,) J ~^'' 

Ikzcichueu wir jetzt die CooiUiuateu des BurohscbDittspuukts 
ß,' der tlurch üeu Punkt (üoü,Sj) der Geradeu ö'Zf* parallel ge- 
legten Geraden mit der Gcradcii A,^A,* durch 

n.,\ rj,\ n,'; 

SU babcu wir zur Uestimiiiuui; dieser Cuurdiuateii uaeb dtiiu Vurbcr- 
gcheudcii die folgcudcu GlcicIiuugeB : 

a(, — l)siii(c,,.(ntt' — «„) + (*, — l)siu !'•,„. (/7,' — ü,) j 

- {io(x'^-l)-Ui-l))siU"'..-{ß.'-ö,) 
Hin .<■„ . (/^' ~ ün) + siu ir„. (i7j' — öj) + sin .c^,, . (^^' — ü,) = V. 
und erhalten biemus luittclst gewübnlichcr 



eines KeyehchniUi! durch JünJ fjrtjcbtnt lenkte. 



o4o 



11,1-5, 






n,^-ö, 



sm ^r^^, 



Aq — A, siii if ,j 
sin »/«oj 



(/»o*— «0)1 



fö-')'" 



(/'o^-Wo). 



^"•t. 



Bczcichucu wir fonicr die Coordiuateu des Durchscbnittspuukls 
Bj^ der durch den Punkt (öoöiö^) der Geraden B^B^ parallel ge- 
legten Geraden mit der Geraden A^^A^^ durch 

TIJ 77.3 nj- 

SO haben wir zur Bestimmung dieser Coordiuateu nach dem Vorher- 
gehendeu die folgenden Gleichungen: 

(Ao — 1) sin ti'i^ . (77„3 — öy) + (A, — 1) sin /'ao • ( ^A^ ~ «,) 
- { ^ (}-; - 1) - (^1 - 1)} 8in .roi . (n,3 - öo) 



^-0, 



und erhalten hieraus wiederum mittelst gewöhnlicher algebraischer 
Klimination: 

iAr— Wo= ^^- \T;.~ '(Pl ~«l)? 



■C-O '"""' 



77|3 — öj=- ^i^—öj oder 11^'^ ^ p{ 
n,3- ö. = - ^;,- ^'- . . '!"-^-^ . (;.,^ - ö,). 



'.&-')" 



Um die fernere Kechnung zu vereinfachen, wollen wir jetzt den 
Punkt (^0^1^2)9 wodurch der Allgemeinheit kein Eintrag geschieht, 
in den Dnrchschnittspunkt der Parallelen mit B^B^ mit der Geraden 
>1,M,^ verlegen; dann ist: 



4 7; 



«0 = 1V1 «j = «1. «2 = ^\ 
zu setzen, und wir haben also luich dem Vorhergehenden die P*ormclu : 



und urhalten aus der erstem 

?o.* „ ^' „ Po* 
tmd aus der zweiten: 

P," na p,* 



also, weil 

(po*— Öo)8iDir„ + (;i,* — Ö,)Bmtr»+(p,* — ö,)sinKV)i — 0, 
folglicb nacb dorn Obig«u 

(p/— 5,) Bimr«, — — (p,* — w,) siuico, 



Pi 






witB KtgtUchniita durch Jan/ gegt bette Punkte, 
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Pi 



<-)„ 



«si 71 \iV 



'.fö-') ■ '■&-) 



Bemerken \rir nau, dass 



V V\Pi' 



Pt 



18t, SO erhalten wir sogleich: 



/'s /'s 



Po^ Po 



J \ ^ / I *o — ^1 



i>i' 



-' -'\..{^-^f ,(^-.) -' 



Wir haben also jetzt, wenn wir der Kürze wegen 



«1 



setzen, die folgcndou Formeln: 



/»o* A> 



Pi 






4._J»2ZlA!_Ä 



Pl 
Pt 



Pj 



6 









6 



1 
6>2 



oder: 



Pj 



6 



P,* UTAo-*»)'^^(io-A«) r 












-A,)"''i,(^ 






Ä 



folgondc: 

+pi* j'/(Pi Vn" ■ ro Vi*' — f ii^/»/ - r» V.i*J 

+ Pl*Pu*(}\,'^Pl^'-Pl'l>/'—Pl^Pi''PK''l'l'') 

Oller, neun mau diese Gleichung «lurcli 
<li>idii't, Oic lolgeuJe: 

Ps*\pi P 
Sfticu wir tltr Kürze wegeu im Obigeu: 

SO ist nach den obigen Formelu: 



ri 



eines KegeUchnills durch fünf ytgehtnt Punkte, 
P^ — Po*i Pi^ _Pl* 1 P1—A.&*. 



also: 



Po^ Pi 



Pf.^Pl ^-^pI ^ 



4 — ^4^9 «4 — rj. • y — 



Pl 



6)< 



p»* • i 



uud bierauä: 

P± ^Px ^^\ 
P%^ Pl* "ß* 

Also ist die obigo BodiugungsgleichuDg : 



folglich : 



Pl \pi^ Pl) 
^ *^ Pl* W PiV 

i, /'p»*_p/\ 



0, 



= 0. 



and hieraus forncr: 



"Ü, 



also: 



oder: 
folglich: 









setzt mau nnu 



L — M-\-yil, 
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oder, wcuu mau diese Glcicliuiig ilurcL 
(lividirl, die folguudc: 



zcn wir der KUrüc wogoii im Obiguu; 
lach dCD obigen Formeln: 



tineB Ke y ltek m iU thrrA tnmf gt^fhtn^ Pknktt. 

Pi'^Pi'^ ft*-ö,r no^-^'ö,' 
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also: 



Qud hieraas: 



Pt* Pi* Sl 



Also ist die obige Bodingongsg^eicbaDg: 

4.1 1 PiLfPo' pA 



u. 



folglich: 



--0. 



and hieraas foruer: 









also: 



oder: 
folglich : 






A,A,(Z--Ä)-A,io(l-a; + Aoii(l--'^) = U. 



nud sotzt mau unu 

L — itf-fiVÄ, 



welches es sicU hier haudclt, vollstüuijig uwd in völliger Allgcmiaiti- 
licit bewiesen. 

Wie mau sich dicEes Tkeui'om« m l»C(lieueu hat, noi beliebig 
viele pDDkte des zq bi-sch reibenden Kegeleiiiuitts zu bestimnieD, be- 
darf keiner weitere» Erläuterung. 

lu einem besonderen Schuliura tilgt Newton uouh ciuu ^ou 
der aus seinem Theorem unmittelbar siuh ergebenden Coustmution 
etwas verschicdouc Constructiou des im Vorhergeh 
bezeicbueten Punktes bei, die er fOr eiufucbcr hält : 

Ifachdeui man uämlicli die Gerade U'ü^ auf die 
hckauute Weise i^eitogen hat, ziehe man die Xiinic 
stimme auf derselben deu Punkt C so, dass 

ist. Dauii ziehe man durch den Puukt C eine u 



•) Er «ftgt; -Cumti'ucllo prior i 



x~n, «—«+1, ..., jp — 2, a:— 1; 
et les « nombres, qui snivant x, seront 

x + 1, x+2, ..., »+n-l, i + n. 
Noua avonB donc l'eqaatiüa 

(i~..)'+(«-„ + l)'+...+(.-2)'+(«-l)'+.' 
-■(»•+l)'+(«+2)'+...+('+»-l)'+(«+»)'. 
Cett4> ^-qnatioit donne 

»• - C(«+l)'-<'-l)']+C(«+2)'-(»-2)'] 

+ ...+B.+»-l)'-(«-..+l)']+[<x+.0"-(i-~)'I. 
Trnii^fiirmniil. Infi ctiff^rAni^AH He luirr^B eD nmduita. on obtient IVontii 



Doktor: Clitesti'on xitr hs nnmhres. l\')\ 

«l'oü <in tire 

x^ 2»*(" + l). 

Le Premier de nos 2n-\-l nombres oiitiers oonsccutifs est doue 

T — n -= 2«(/*+l) — « = n(2w + l), 
et 

est Ic dornier des nombres cherches. 

Xons pouvous facilement trouver roxpression du nombro A\ qui 
est ^gal ä la sommc des carres de nos w+1 premiers nomlires 
t'iitiers ooBB^cutifs, ou egal k la somme dos carres des n uonibres 
cousecQtifs suivants. 

Ce nombro est evidemment egal k la difierence quo Ton obtieut. 
en retranchant la somme des carres des 

«(2n+l)--l « 2w8+». — 1 

Premiers nombres entiers de la somme des carres des 

2nin+l) = 2w*+2w 

Premiers nombres entiers. 

Or il est aise de voir que la premiöre somme est cjajale ä 

j(2n« + « — 1) (2»« + w) (4«^ + 2w — 1 ), 
on k 

Mn + 1) (4»» — 1) (4n« + 2m — 1) ; 

pendant que la seconde somme est 

Hn+l)(2n«+2n+l)(4«*+4/i + l). 

Ketranebant la premi^re sommo do la seconde, on olitient la 
diff^rence ou le nombre demande 

iV = Jiw(n+1) (24ii»+36««4-14n 4- 1), 

qui peut s'6crire 

N=^ Mn+l)(2n + l)(12n*+12n + l). 

Ce nombre est tonjours divisible par la somme des carrrs des » 
Premiers nombres entiers. 

Si Ton donne i\ v successivement les valeurs 

1^ ^9 •'5 ^ • • • !• 

on verra que, i)our 



Dos ton Sommation des cubts (Tun reitain etc. 



XXX. 

Sommation des ciibes d'un certain nombre 

d'impairs cons^cutifR. 

Par 

Georges Dostor. 



1. Noas nouB proposons do ditcrminer la somme dos cubes 
des 2n-|*l nombres impairs cons6catifs, dont lo premier 
est 2n4-l. 

Le nombre impair, qui pr^c^do imm^diatement 2n-{'l, ost 6vi- 
demment 2n — 1; celui-ci occupo le n^"« rang dansla suitodes nom- 
bres impairs. 

Ponr obtenir notre somme, il nous suffira donc de chercher 
d'abord la somme des cubes des n premiers nombres impairs, dont 
le demier est 2n — 1; pois de calcoler la somme des cubes dos 
fi -f- (2«+ 1) =■ ^+ 1 nombres impairs, dont le dernier est 2(3n-)-l)-— 1 
=»6n-{-l; ensuite de retrancher la premi^re somme de la seconde. 

Or nous avons fait voir, dans un article pr6c6dent*), (lue la 
somme des cubes des n premiers nombres impairs est 

(1) £(2n — 1)3 = w«(2n« — 1) ; 

nooB en conduons que 

2:[2(3»+l)— ip - (3;i+l)*[2(3/j + l)«— 1]. 



■K. 316 (c). 



^^ 



Dotier: PrmprÜU» A Im *mÜ9 mmf^rt^ i^t i«iw<r.. 



«j*- 






tu -.»l!- 



rr-T:» :•. n^*: 



DMgMM iMT &,.ip la MnK ii<« 
poseut le n*"« gronpe. 

Lo dernier des nombres imiair?. «(si :' 
dam la Mite aseendante des nombres imf^: 

oa le nag 

l'^H' + l^p. 

et Ic dernicr nombrc da groo]>e pK»Ä»>:a: «ionn^ ita.*- .j. r.«*!».. 
saite le imng 



j*" 



Or la sommc des J**t»+l)V prtmkR «f.^'^r:* . «:•«/•' 

et la soinine des Jh*(« — l)*/i premiers toiü-r-s^ ijijjLrs i-»-. 

Nuns troQvons donc. en retranchaa* la «ii^ .iifi* •<'.'s>>%<«« ..^ :t 
preniierc, 



oa 
(V) 



•S«.R> = ir^^f"- l,/-*. 



(VI) .Sh.« -= J. .*. ,•-:-!. 

9. Theoreme Y. Si Tuu ]iarta;:f' ]^ «sait': *•,'..•;».■,*' 
des noiubres impairs eu groupt^. f«>rnj«r ic- j?r •:•'.;* ; •: / 
nombres, Ic second de H-'p uoluhr^•^. Ic tr-'>i*j *;.';.«, 'j*. .V-/ 
nouibres, ct. cn gciieral. le ''''■•' yrroiip'; ■]<; :^" - 3-, ;.o'/. 
hrcs impairs, la sommc tle« uumbre»s du •'•''' ;rfo <,].'. ^. • .•« 
cgalc ä [2;i(M-fl)(-2"- — -'/'+:iH-l ][-'" — !>' 2/.^ --'..- J>- 3 /* 

Kepreseutous par Np,(j,.-i,v 1j* -^omm«- d«.'^ :;«^i/j>*m- :;.':j»i,/#. 
qui formen! cet //*"* groupe. 

Lc'dcruier des iioiiibres iinpair>. 'i'ii <;uiii]iokJjI -x ;.'?o'jf . v,- 
cupo, dans la suite naturelle des nombn.**> iw\ni\n. hi rdu/ 

ou le rang 






^»Si^fi^ 



I Somme dt* cubts ttc. 



SoDune des carr^s et Soiiiuie des cubes 

des «+1 nombres entiers cons^cutifs, 

dont le preuiier est »+1. 

Georges Dostor. 



1. Somne dei« curr^ü. Nouf> obtieudrons cottc somme, eu rc- 
tranuhant la sommo des carres Ucs » premiers nombres cnticrs, do 
la sommo des carres des «+(-. + 1) = 2h+1 premiers uombres 
cnticrs. 

La sotnmo des carres Acs n pi'cmiers uonibrcij etuut 

la somme dos carräs des %<-i-l ]ircmicrs uombres seni 

K2«+l)(*2«+a)(4«+3) = j!(»+l)(2«+l)(a«+6.). 
La somme chcrchüc est donc 

on 

,Sj = J(„+1){:J„+1)(7h+6). 

2. Poor B ■= 2, pais <i ■= 3, ou a 
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Y'BCdp 



^+iC^A)^Y^+^^-'^ 



(5) 



Hiernach sindi^, ^, r als inverse elliptische Functionen 1. Gattung 
von t bekannt 

Ferner hat man bekanntlich die 9 Formeln: 
ond die analogen, denen zufolge nnd nach (1) 

Ad{ pa) == { Ap(br — cq) + (// — C)qra \ dt 
Bd (qh) -= { Bq(cp — ar) + (C— A)rpb \ dt 
Cd (rc) =» { Cr(aq — Ap) + (^ — B)pqc | dt 

wird, nebst 2 analogen Systemen, deren 3 Summen, da die Hechte 
verschwindet, nach Integration geben : 

Apa -\-Bqf* -{-Crc = a \ 

Apa^ + Bqbj^+ Crci ^ ß i (6) 

Apa2+Bqbfi-\-Orc2 = y ) 

Die Quadratsumme der Linken ist » A^ daher sind 

a ß . y 

die Richtungscosinus einer Geraden, der Flächenaxe, gegen die x^ y, 
z. Nimmt man diese zur Axe der a*, so wird 

and die Gl. (6) aufgelöst nach ;>, (7, r geben: 

Nachdem diese 3 Grössen bekannt sind, sind es auch die 3 unter 
sich analogen Grössen: 

a^a^ — ögS«! = { «iC^jf — c^ — a^{b^r — ^i«/) } S^ =^ (bq -j- cr)dt 
etc. Dies dividirt durch 

«tion: 



Diese Gleichnng muss unabhängig von y, y' crrilllt aciii; daher bti 
man gleichzeitig: 

/+¥— 2y3+23»+2<rsinu+(p + 3«,) ^ — ^ ^ o (5) 

\ = h-\^-'\- (6) 

worans darch Differentiation: 

p" ., r" /* m" /. / ;»Y 

- = "7 - 2",+ 27* - y + 1^'? - 2;- TJ 

= (g— ./' — Mj^ — 2,.+ 4;» +9" + -2 ;■— ä"— "f 
Dies uebst (6) cingefährt iu 61. (6) giebt: 



y" + (V„^ _ ^ + ig )y'+rt'"y = (25) 

nnd nach (6) die zweite LOBung: 

H-^y-^t-'^^Vi (26) 

Sei statt desBen r constant, u variabel. Die Gl. (7) (8) reduciren 
sich auf 

Spp'+SwV+Sru'sinu = 

Erstere integrirt giebt: 

^*+w'*— 8rco8K " ie 
HieraaB findet man: 



p = J-|/8rC08u+4c— u'» 
4rBinw-}-w" 



V8rcoBw+4c — «'* 



mithin die Differentiaigleichnng ._^jA 

» , /. /^ r--: -- ■ ,. . 4rBin«+lt" "»'\ .j^idi^H 

1 n 



einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
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mit der zweiten Lösung: 



^ fW-fl / ox 

C V8rco9Mf4c-ii'» y^' 



Vr 



(28) 



Sei endlich p = die einzige Specialisining; dann wird nach 
Gl. (10) 



r'2 ar» 



n = -7- 



4r^ 4r^3tt^ 



«i 



'2 



Dies eingeführt in Gl. (11) giebt: 

}(^) +1 } t*'^ - 4r(2cosi. + c) 



also nach Elimination von u^^ 



n = 



2C0BM+(? 



Differentiirt man so kommt: 



r /'8r\-2 8«rl 8u 



\ 



daher ist 



'8r\21-| 



dri 



_ r + (al)j _ f 2 Sinn [r» + i^~\] ~ 

+ 2(2cost.+c)r[(Q'-r|^^]} 



Nach Gl. (12) ist nun 



-m/r dn tt' 

'^ — J^ w e7* "" 2 



also nach Einführung obiger Werte 



a 



y2cü8M+c 



{m.J,. +(!)]»: 



■M{i)'-^-m 



ts 



(29) 



lim - = ie^i 

Si Dons con8id6roii8 maintcDant lo rapport '^- „,. uous voyous e 
verta des ^galit^s (1) quc l'on a 

Bn- Log™ 

En cffct 

-V = iLog«+« + £ 
S„."= JLogm + j3-f-»j 



« et »( teadant vors avec 



Logn-|-2(K+0 



lim -.v^, = lim i— ■ 



Logn^ 
Logm 



Donc si i'ou veut quo Ic rapport '—^ teude vcrs unc limitc A donai 
d'avancc, il suftit de £airc uruitrc m et » de fa^ou giic 



Lob» 
Logm 



I 



d'autre part qd snppoBe 

lim, — h, 

donc 

Um — ^ fc ponr n = a 

donc, d'apr^s le thäor^me ggnäral 

lim —r^ = k pour :t = 
et commo 



Strasbourg 16 sept^mbre 1879. 



1 



r iJiJfertiitiaigUicImayeii. 



XXXVIl. 

Integratioii zweier Differentialgleichungen. 

Von 

Simon Spitzer. 



Gegeben sei die Gleictiang: 

(«i« + 6iS+''i)"<te+(<Hx+6,y+c,)''dy = (1) 

nnter Ujbiei, a^t"» ^"^^ " constante Zahlen verstanden. 

Um sie zn integriren, fahre ich in dieselbe für x nnd y neue 
Variable | und rj ein mittelst folgender Substitutionen: 



hieraus folgt zunächst: 



Man erhält daher 



«.•+»■»+< 


'. -S 


<Ve+l'a-¥< 


'1 = »? 


«,8.+i,8. 


-81 


o,&+V» 


-8, 


B. _ ''*'- 


iMI 


°" »A - 


-V. 


^'-^- 


i?5 



isl, ist die w ubuu gdelirto lutcgratioiismuthodu nicht aiinfiidbär. 
lu dicsom Falle geht nätntidi die vorgelegte Gli'ichung, weuu mau 
iu selbe 



oder woiiii man diesolbo von Brüchen befreit, in: 

b,"(a,x + b,y+c,)»<lx + (a,l^. + b,b,,j + h,Ci)'^dff ^ (.) (7) 

Führt man nun in diese Gleichung für die Variahlo 1/ eine neui; 

Variable rj ein, mittelst der Substitution 

S9 erhält mau durch Differeiitiiron : 

Dud wenn mau hieraus % sucht, so erhält man; 



folglich ist: 



X(l,) = in, i - _|^ 

Die iTn siod also die dco Soitonnormalou proporlioiialon irime- 
triadien Punktcoordinaten vod X. Wir stbreibeu dies: 

Die Vcrbinduugsgerado zweier Punkte 

r = pa pb pc, Q = laqtqe 



— 0\ 



Lat die Gleichung: 

\'"-L+\''""L + .'•■> 

I 'Jb Ijei ' I 9c Qa I ' I 3a !.. , 

iBt 

die Gleichung einer Geraden @, so werde dies angedt 




Ha tu: Zur Constmclion aymmetrischf.r Punktsysteme, 
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Der Schnittpunkt zweier Geraden 
hat die Coordinaten: 


2 — a^h^2 






<?2 «2 


«2 ^«i 



Für die Eckert und Seiten des Fundamentaldreiecks haben wir: 

A = l =BC 
B = 1 =CA 
C = 1 =AB 

Die unendlich ferne Gerade der Dreieckebene hat in diesem 
Coordinatensystemc die Form: a, b^ c Die unendlich fernen Punkte 
der Dreieckseiten sind: 



<?— ^ 



c «, h — a 



Ist P==pa^ |)6, pe ein beliebiger Punkt in der Dreieckebene und 
treffen seine Ecktrausversalen AF die BC in Pa, so Laben wir: 

P« ^0 pb pc AP ^ pc — pb 

Pb^PaO Pc BP ^'— Pc pa 

Pc ^ Pa Pb CP ^ 1?6 — - Pa 

Es sei A^ ein solcher Punkt der Dreieckebene, dass 

A'= (p(a) ^(b) ijjic) 

g>(rt), t|;(a) seien nach b und c symmetrische Functionen der Seiten 
a; iK^) ist dann nach c und a, ^(c) nach a und & symmetrisch. Nun 

ist 

A=l 

Die Gleichungen der AA\ BB\ CC sind also: 



Xb 1^ a-c t^(c) Xa _ iK«) 

Diesen Gleichungen gentigen die Werte: 
Die AA' treffen sich somit in dem Punkte: 



Z=^a)^{p)^{c). 
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aV b(2F-\-aa') c(2F+aa') 

Die durch B\ C' zu CA^ AB gezogenen Parallelen treffen sich in 

^"= — Äc(2JP+*Ä'+cc') ca{2F+bh') ab{2F-\-cc') 

Die Coordinaten von A" entsprechen also den Bedingungen der 
Functionen q)^ \p. Die AA^' treffen sich in 

Z = bc(2F'\- aa') 
Für 

, 2ipF 



a 



wo (p eine numerische Constante hczeichnet, wird Z ^ bc, der Aehn- 
lichkeitspunkt heider Dreiecke ist der Schwerpunkt des Urdreiecks. 
Setzt man 

so erhält man: 

Z^ bc(q)a'-\-b-{'c) 

q> =0 giht den Spieker'schen Punkt, das Inkreiscentrum des Mitten- 
dreiecks. 

Ist P^pa ein beliebiger Punkt in der Ebene des Dreiecks, so 
treffen sich die Geradon, welche die Mitten der Strecken AP und BC 
verbinden, in einem Punkte. Die Form desselben ist: 

bci2apa -\- bpb -|- cpc) 

Derselbe Punkt wird erhalten, wenn wir die AH über A nach Aussen 
um die P{a) verlängern; dann ist 

, _ 2 ^« 
2apa 

Tragen wir jedoch die a von A nach Innen auf, so erhalten wir: 

Z ^ bc{bph -\- cpc). 



m. 

J sei das Inkreiscentrum des Dreiecks ABC. AJ werde über A 
bis A' verlängert, so dass AA'= a' ist. Die Figur gibt: 

2F+a'(*+c)sin^ 

A'(a) = 

' a 

A'(b)=A'(c) = — «'sin" 

26 
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XXXIX. 



Surface des triangles 
dont les sommets sont tes pieds des bissectrices 

d'un triangle donn^. 



Par 

Georges Dostor. 



1. B^ftsltiong. Soient (Fig. 1.) 

les trois cöt^s d'un triangle ABC^ daos lequel noos snpposon^ le cdt6 
de Borte qae Tangle 

A>B>a 

Menons les bissectrices AA\ BB\ CC de ces angles; elles ren- 
contrent les cdt^s oppos^s BC, CA^ AB aux points 

A\ B\ C\ 

que nons appellerons les pieds des bissectrices int^ri eures 
du triangle. 

Tirons aussi les bissectrices AÄ\ Bff\ CC" des angles ext^- 
rieurs n — A^ n — B^ n — C du triangle; elles coupent les cöt^s 
opposes BC^ CA^ AB aux points 

A'\ Bl\ C'\ 

qae nous nommerons les pieds des bissectrices exterieures 
triangle. . 



cöt4 da plus grand des doux angles, qui, dans le tri- 
aogle, 9ont adjacents i. cc cöt£ prolongd. 

£n cffGt, considerons la bissoctrico AA" de I'anglc cxtäriear 
« — A. 

Puisqne nouB avons raogle B > C, U nous vient 

2^2' 
et, par TadditioD de "*+ 2^~ 2 '^"^ '^^^^ membres 



sont les pieds des bissectrices (Viin Iriaiujle donn€. 
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Nous cu d^duisons 



n s'ensuit que 






«>(«-i?)+(j-D 



La somme des deux angles, quo forment, avec le cöte AB^ le 
prolongement du Cüt6 BC et la bissectrice AÄ* de Tanglo n — A^ 
est moindre que deux angles droits; douc la bissectrice ext^rieurc 
AA" rencontre le c6t6 BC prolonge cn un point, qui est plus rap- 
proche du sommet B que du somriK t C. 

3. Segrments d^termin^s par les bissectrices int^rieures sor les 
edt^s oppos^s. La bissectrice AA' d^termine sur le cöt6 oppose BC 
les deux segments CA' et BA\ Or la propri6t6 connue des bissec- 
trices donne 

CA' ßA' 



d'oü il vient 



CA ^ BA ' 

CA' __ BjT __ CA'+BA' 
b c b-{-c 



&-{- c 



On en tire 
(I) 



^ ., (ib ^, ca 

CA' — -^-. BA' = j--r- 



On trouve de mcme, pour les segments detcrmin^s par les pieds 
des deux autres bissectrices sur les cot^s opposds, 



(11) 



(HI) 



AB' = —7—. CB' = 



c-j-o 



BC = 



ca 



a + b 



, AC'^- 



c-f-a 
bc 



a-\-b' 



4. Segments d^termin^s pnr les bissectrices ext^rieures sur 
les eöt^s oppos^s. Puisquo Ton a, pour la bissectrice exterieure AA'\ 



il vient 



CA" _ BA" 
CA ^ BA* 

b c b — c 



a 



b—c 



d*o& on tire 
(IV) 



CA" « ; , BA" == 



b-c 



b — c 



ne que 



6. It«Iatioii remarqaalile entre ees dlstniiees. PrenODS ks ii 
versw das Tnleon pr^Mortes (VII); nous avoas I(^ egalites 



qa'il snffit d'ajoater, ponr voir qae 

(Tin) !_?+?_ 0. 

7. Longmenn «es hltwectrlcw. Les dem äriangtes ABA' 
ABA" noQS donneat 

AA' siaB AA" ainB 

BA' "^ . A' BA"^ Ä' 

Sin 2 cosg 

OD, es ayant ägsrd aox valeorE (I) et (1V>, 



soKt Im jn«d$ des bisseotrices d-un triangU donn€» 
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AÄ' 



casmB „ ca^B 

I AÄ ^ 



(6+c).8m5- 



(b^c) cos n 



IS, puisqne 



Ä A 
aBinB = bsmA « 2Äsin2 cos«« 



} expressions deviennent 



iU' = 



2&CC0S 2 



^.4" 



2bc sin 2 



& -|- c '*" b — c 

Les longueors des bissectrices iuterieures sont donc 

A 

2 



2d(rcos 



:) 



ß' 



B 

2caC0Sö" 

c-f-a 
C 

2abC08n 

• 

a-^-b 



Celles des bissectrices ext^rieores^ sont 



) 



«" 


« 


2*c 


. A 

sin 2 


b- 


— c 


r 




2ca 


. B 


a- 


— c 


..w 




2ab 


. c 

Sing 



a — ft 



Ces valeurs peuvent encore s*6crire 



b + c 



a = 



a 



ff 



2Vbc(p'-b){p'-c) 



b—c 



I) 



>_ 2Vc»^j,(p^c) 



2y c q(/? — c) ( j? — g) 
a — c 



2ya&( p — o)(|) — &) . 



Nou8 avous donc 



ABC ""(6+c){A — c)' 



, BB'B" 
<X11') < ABC 



CC'C" _ '2ab 

ABC "(«+&)(« — 6)' 



MulüpliouB Ics trois cspressionB (XII) respectivement par u, — i 
st prenons Ics iiivcrses des proilnits; uous oLtcnons les egatites 



c et prenons Ics iiivcrses < 

1 _t^cä 
au'ti" " AabcS ' 

1 ^c^^n* 

~ bß'ß^' ~ '4ahcS' 

_1 ,i^ — b^ 

cy'y" 4aÄcS 

((□i, ^tunt ajont^es, fournissent ia rclatiou 






1 ■ - • I • ■ ^ 



liui revient ä 

(XV) . i ; = - 

10. Produit d»:'* tr».»!- Si- 
entrc olles ks «le-ix:-.:::^? ".• : 



'*^ -. t n« •• * x"'"?'»' »T' *. 



x: 



qiii revient ä 
(XVI) 



o'iy-- -,- -- 



C: i y - — 



N- 



Ntui» avon? ilonc. hu .li*. isaiit XV \\\v W\\ 






(XVTI) 

oii r est le rayon du cirrcli' inscrit »laus lo trianulo .-(/>( 



11. Xombre des triuu&rles« ayiml pour sonimots Ion plods dis 

bissectriecs. Les picds dos six Inssectrioos d'iin Iriant^le AüC prii- 

Yoat etrc pris, trois par trois, ooinmo suiniiu'ts di» tiiani-los. Ov \v^ 

cunibinaisoiis . trois u trois, do six points dilVert'iits soiit ati noinlin» 

ii 5.4 
de i-V~ft "^ ^^ ^^> P^r ^"'*^ *^ oxisto 2«) frian.^irs ayant l«*s pi«M|!^ 

dos six bissectriccs pour sommets. 

12. Oiitttre des trisin^Ios, ayaiil poiir soiiiiiicls les pird^ des 
bIssectriceH, kc rediiiscul ü uiu* droilc vi oiil nur siirfarc iiiillr. 

Kn cffet on sait nue l" les picds di' «Inix hisscrlrircs iiilrririiM:. 
et relui do la bissertricc oxtOriourc, rpii csl issm- du (roi ,i<iii«' .«»m 
in«-t, Süut eu ligiic droits; et quo "J" Irs pi<Ml> rNs \y,,\. |,iv-.( • tun . 
i»\t«Tieurcs sont aussi cii lij-nu* tlroite '*;. 

Ainsi les quatrc triaiigles 

v'c'Ä'\ c'A'/r, A'irr'\ nrc" 

so reduiscnt chacun ä uno li<;nc droits. 



1843. [Mfiref 3o »f 'i' 



* • ^ 



= '-r. Trmi 



n . Vi\%*r^>^ 



tw irMMCSncM #f*iM4 trian*iU tf>mn/. 



•I I :. 



d*üä &:s« 



tirC'iiF. fa LräKit pur 



iBr. 



• M t»» 






i ABC ' it/fr 

"T'-aaice} ABt' et J//C. iivant un uiii.»lr niiiiiniiii .4 

■33 I'i'Tl.Tir 1«*^ OfüJuitS 



"? — je) (fi-r'O 

de« r-.Tc^, .;!. :-:3L5r»aiien: Tingle eommun, i'ost-si-din' i|iu' 



ABC 



bc 



ABC (,.-i.rt)(</4-A) 

Lc-^ Ittx trianiles AÄ'C" ot ABC. ayaiit doux an^lfs HU|i|ih ■ 
mrauirr* CaC iz CAB. sont eutre eux ooiinuo los pro»luits 



AC AB'= 7 






-- - t; et ^r.i4/^ '/«' 



de« cöte«, -i^ii compreimeiit oes angles, o'ost-u-dire quo 









ABC" 
ABr 


— 






A, 




(c 


1 
1 


(tM 


Noos 


avoDs 


donc 












B'C'k 


.»» 




'•C 


! 






Ic 



NöU5 obten^.tns ainsi . p»«jnr I-s -nrfaco Je nos six triaiialos . los 
expressions suivaLtts: 



B f C" ^ 



1';/ ' .S 






' B'ir - -- 7 



l^r'-.'S 



(XVIIL; /;'i,|"= - -^^^ 



c; 



^'ß'// 



lÄ'-'V. » 



A '. 



ÜAA- = 






•• . * 



C€-§t riaszlf-s vr*. ]•,•.: »'.:•.:.•. :5 .•-? i'.'-.l- I-. i-.-i' Vhv: •r:...« 
torienres. 



^ii 






T -unirt~ i''."'^ 



*i(. 



. — i : * : . •, vi;. 



:- ii le L" ios. -21 1 



•r.-i 



7 .' ii 



l>L T 



(it SrfllH tTIk* 



- . ?'• 






Ti-tTir? ;"...:.? ^ r:-:'.::.v. .*. . "'.»r.N ^>)m«m)iM)v 



/*: 



f. 



\ 'V 



l. 



Ott 

Air' 



f.f ; 



», 



Mab il rr: 1 






.> . - 






•* J '- • 's 

(XX; -i7r.-= . - \ 

C"t- par aiiak'siv 

(XXI I 

I r' i'7; = - 



.'0 



.') 



lf<. Surrace du triaiisrle .!'/*'('', ayiiiit |iour MMiiiiirU I«**. |ilr«l'< 
dfs trois bi>>eetrIi-ON iiitcrieuros. Nous a\<»ns 

A'IJ'C* =-- Anc~(Aii'r*-[ /ii'A' I «■.!•/:'), 
et, on (livisaut i»ar S = A/>(.\ 

Los <I(»HX fri;nj£rlcs All'C* ot .l/I<\ ;\yMv\ V\\N\\i\v^ .\ v^WKCtf 

Tfil LT Vi 



nous trouvoDB enfin, en vertu de r^qnatioii (2), qae 



d'oü nous tirons 

(XXII, ^.s.c._,-,-_p^?°g^j^,3. 

pour rcxproBsion de la snrfacc du triaugle, dont les sommcts sont 
les pieds dos trois bissectriccs int^rioures. 

lü. L'iüBpcctioQ dirccte do la fignrc donne immädiatcment 
A'jrC'—A'Ji'C = ß'r"A"—C'A"/r'. 
Nous avona donc l'egalite 

A'U't" = A'll"C"—li'C"A"-\-C'A"B". 

Substituona h oca tcnuca les oxprcssions (XXII), (XX) et (SXI), 
nouB obtenons l'ideutit^ 

1 1 1^^ 

(ft+r)(c+«){«+i) - (/^.„){„_^)(„-/,) lc+aKa-h){/>—e) 

, L_ . 






k ■ 
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qui reTient k 

(// — c)(ö— e)(a--i») = (<;-fa)(«-f.i)(^,-.c)-r/>-}-<r)(fl + /0(«— ^) 

Celle-ci peut encore s'ecrire 

(XXIU) (Ä— c)(<— rt)(a — Ä) + (^> — c)(e+a)(«+//) 

+ (c-a)(a+Ä)(/. + ü) 
+ (a— Ä)(6+c)(c+a) = 0. 

20. Bistances du centre da cercle iuserit aux eentres des eer- 
«les ex-inscrits. Soieot O le centre du cercle inscrit dans \o trianglo 
ABC'j 0\ O", (/" les eentres des cerdes ex-inscrits, qui sout com- 
pris respectivement dans les angles A^ B^ C. Les trois points A^ 
Oj O' sont situ^s en lignc droite. 

11 est facile de voir que Ton a 
d'ou Ton tire, en prenant la dilfdrence, 



p — (^—ö) = (AO' — AO) cos ,. , 



oa 



n = OO'cossr* 



On a donc les relations 



a 



(XXIY) OO' = ^, OO" 

C08«: 



B" 

COSg 



OO^ 



COS 



21. Surfaee des triangrles, ayaiit poar sommets le centre du 
eercle iuserit et les eentres de deux eereles ex-inserits. On a la 

surfaee du triangle 

ou, en vertu des ^galit^s (XXIV), 



cos ö" cos ^ 



Mais il est ais6 de voir que 



l'augle (TOiT - BOC^ f + ^ ' 



d'oü 



VC 



•■% 



oü H est le rayon du wrelö circouscrit an Iriaagle ABC, il vienl. ( 



„,„,,_ »MJIZI'J. 



-•imp-i), 



2R(p-,^) 



22. Surfaee du IriauKi«, ayaut puur s»iDiu«ts les cciitre« d( 
eercles ex-Iuffcrits. Lo trianglc o'0"0"' est la aomnio des Irois tri 

""*'"' oo"o-, 00"0', Of/O". 

On a, par snite, la Bmface du triangle 

0'r)"/y»= 2Ä(p— n+;) — 6+J.-C), 



(XXTH) 



°'°"°"- W" - ^"'■- 



sonl les pieds des bissectnces d*un iriangle donn€. 
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Ainsi l'airo da triangle, qui a ses sommets aux ccu- 
tres des cerclcs ex-inscrits, est egale au produit du 
perimötre du triangle donue^i9C,multipli6 par le rayou 
du ccrcle circonscrit k ce triangle. 

23. Determination direete de l^expression pr^eedente. Nous 
avons 



d'ou 



p—c = ilO^sin« > p— Ä « ACy^iu^ 
2p-^b — c =- (i4ö"+i40"')sin-^, 



on 



a=0"0«'sin^. 



On a donc, en g^n^ral, 



(XXVIII) (y'cr. 



a 






nni 



(T'O 






o'cy' = 






La sarüAce dn triangle 

O' (/'(/"=- iO'O". C O"'. sin ©"O'O" 
est, en vertu des valenrs (XXYIII) et de 

8inO"0'0«'= 8in(| - j) = «08 ^-. 



(XXIX) 



Mais on sait que 



0'(y'(r= iibc . 



cos 2 



. B . C 

sin 2 sin ^ 



-V'- 



cos rt = 1/ ^--^-= -i 8in;r 



bc 



. B 
2 



V 



(p—c) (p — a) 



ca 



d'oü 



siug = y 



( p — a){p — h) 



COS 



. B . C 

sm 2 sm ^ 



^^l/ ,P 

^r (|, — a)(|j — Z>)(/i — c) 






Donc il vient, par la Substitution dans (XXIX), 

0'(/'0"=§ = 2ä/,, 



(XXXI) 



X'g'C" (ll + t + »)(» + i.-c)(.+ 6— i) 

OO'O- 2(4+c)(a-«)(o-») 



On trouvereit de m6mp quo 

( J'C"''" (»+t + e)(t + °-a)(°+6-°) 

\ 00-0' - 2(c + »)(o-!.)(J-<:) 

(XXXII) < 

1 C'X'g' _ (»+i+o)(i+t-.)(t+«-t) 

( OO'O" - 2(o+S)(a-<:)(S-.) 

26. Snrfiice de« quadrllat^rps OBfyC, OCC/'A, OAO"B. Le 
quadrilatere OBO'C est la somme des deux trianglea OBC et O'ÄC, 
dout les snrfaces out pour meaure 

r' 6tant le rayon dn ccrde ex-inscrit, qui est sitae dana l'angle i. 
Mais ou sait qne 



d'( 



i 






C'A'ff'= 



4S ■ 



29. Lee ögalitie (XXXVH) noue donnent 

^•«"<;"+ «'CV "*" CM"«" - ■*' 
maie noas avone, par l'ägalite (XXXV). 

A'B'C' "*''' 
par anite none trooTone que 

30. Des formnles (XXXVIU} uous tirone 



Mfit la jihds du biasecirkf iTun triaaijh doHiig. 



A 'B'C" «er C'Ä"S' \ , 



dt, commo la formnle (XXXVII) uuua donne 
il nons vient la relation 



(XL) 



i'BI''C" , irCA" , C'A"Bf A'B'C 



a'ß'Y +77? 



+ w 



cn observant quc 



r'+r"+r'' 



1. DIslancrs oiitre les pieds des biBseelrlccs int^ieurcti. tt's 

picds des trois bissectrices iut^rieures Bont .1', B\ C" (Fig. 1.). 



Nous 110U3 propoaona de calculer Toxin-ussiun df 
des Cüt^s 

13C "= (/, CA^ /-, Ali =^ c 

du triauglo donne AüC. 

Lc triaDgle AB'C" nous donne 

B'C-' = " 

Mais uous avous trouvö qno 

AB- = 
d'adlcurH ou sait qua 

cosJ 
j)ar Suite uotre egalit^ rcvieut a 



\-Af 


'■-2; 


fii' 


. ^C" . 




ylC" 


= 




''' 


i5^ 


-u^ 





•■*=(;+„>-+ 



(o + ,)-T(„ + j,>T -,„^_„,(„^jj-. 



<iui jwut N'iJcrirc 



"'* " (^+^i(^fijiC*<^<'+*)H-Mc+«)H-(«'-6*-'^^(H-")(«+i)]- 

Mettons&c en4videDce daus lo factcnr cntre crocliets; ce facteur 
devient 



6c{3o*+2«A+2co)+(a*— 4''— c»)(a*-l-«4+at:), 



c'est-ä-dire 
FuUquo 



a*bc-i-a(a-\-b + c)mr: + <i''-b* — c^). 



notre facteur entre crochets est duuc egal ä 

^ioic + (a+b + c)lc + »-b)(u + t.^cn 

Noos tronvous aiDsi quc 






(c+a)*C«+6)' 



-^[a!,c+Splp-b)(},-c)]. 



<,Jc = 4äS, p(p — b)(p—c)=~^ = Sr', 

od S d^signo la surface du triauglc ABC, li lo rayon du ccrcle cir- 
conscrit, r" le rayon du cerclo ex-iiisciit, qui est compris dans l'an- 
glo A. 

Nous avoDs donc entin 
(;t, par permutatiou circulairo. 



(11) 






Le facteur outre crochets 6galo 

fic(o»— 2ai-{-6»4-ai'— 2ac-|-c*-t-ni'— J'— c=')4-(«*— 6«— c*)(a^— ofi— «) 
= aMSa— 2i~2c)+a(n*— fi»— c*)(«— i— c) 
= o*6c—o(i-i-c—a){2*c-f«''— '''-«*) 

La valoar do a"* sera douc 



(a__,).(„_S): 



-,[<.6c-ö(7.-«)(/'-6)(p- 



Pnisquc 



a^ 



{p_„)(p_i)(p_c) = 

il nous viont entia, et par permutatiou uirculairu, 
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labcS 



a"» = 



(a_i)*(«-c)s(-"-^) 



AabcS 



^„2 ^ 4ai<?^ 



(a_c)2(i-c)2^^""^^' 



On en tire 



^" A" >." 

a o {; 



Ä — c a — c a — h 



3. Remarque. Au moyen de ccs valeurs, on peut reconnaitre 
que les trois points -4", B", C" sont situ^s en ligno droite, et qua, 
si Ton a a > ä > c, le point -B" est 8itu6 entre -4" et C. 

En effct, posons 

NouB avons, dans nos hypoth^ses, 

P 



a" == 



{a — b)(a — c)' 

; . l 



/»" 



Nous en tirons 



(a^c)(h-'c) 



f t tf ^ p P 

par snite il vieut 

A = c -j-a 
on 

cc qui prouvo que les trois points Ä\ 1^\ C" sont situ^s en ligno 
droite, et que lo point i?" se trouvc plac6 entre -4" et C\ 

4. Distance entre les pieds et de denx bissectrices, Pnne Inte- 
rieure et Fautre ext^rieure, Nous supposons que ces deux bissec- 
t" *tent pas du m^me sommet du triangle ABC, 



Si iioua dövelopuous le factcur cutre crochcts, iious tronvcrons 
qu'il revicnt h 

„,,(c''+2ca+a^-{^h^~2/,c+c^+r*-n^-b'')-Hc'-''^-'-^)(-c^~cr>-^''-) 
= (.icä+2o6(?(c-i-«— 6)-fc(a»+A^— (^)(c+<T— 1) 

ou iV 

Kons ayonB douc 



Si l'ou observe que 

«Sc -- 4^5, p(p— A)(p — c) = — ^ — Sr',. 
verra enfin que 

4oiciS 



' «■•-(o+a)'(4-t)' 

Ott tmuverait de memo que 



(/( + 2,-'). 



^ 
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(V) <'° (,+,).(,_j p(^+20. 

On en d6duit, par permutation circttlaire, 



(VI) 



AahcS 
(a+ft)*(a — c)' 



V*=7rxi^^.T*(«+2'-"), 



V-=(,+|^.(i^+2r"); 



puis 



(VII) 



Faisons le produit des 6galit6s (IV) et (V), et prenous la racine 
carr^e des deux membres de Tegalit^ resultante; nous trouvons quo 

Divisons cetto rclation par l'^galitö (I); nous obtenons l'^quation 

«i'W _ (c+o)(«+ ft) 
«'« ~ (i— c)* ' 

de laqnellc nous tirons la rclation reinarquablc 
(VIII) ^ ^ 



(Ä_c)=i (a-fi)(«+c) 



WisseDscfaaften zu Krakan 

Maxiiuilimi Cnrtzc, 

Oberlehrer am Königl. Gyrnuasium zu Thom. 

CorreHiinnilcnl der Akademie zn Fadna. 

Im ncncston Hefte des Diillcttiiio Boiicompagni (Ma^io 
1879, S. 135—137) Itat lieir T. Zcbrawski, Mitglied der Akademif 
der Wissen scliafton zu Ivrakau, tinige Ausstclluiigen ao einem Anf- 
satze gemaclit, den ich im Fclininrliort desselben Bullcttiiio vom Jalirc 
1871 unter dem Tilr'l veröffcntliclit habe: „Sur Torthographr 
du nom et sur la [latric de Witelo (Vitclliou)"; er hat idso 
acht Jahre gebraucht um dieselben herauszutiudeu. Ich würde ihm 
an derselben Stelle antworten, an welcher sciuo Bemerkungen aV 
geilnickt sind, wenn nicht inzwischen Verhilltiiissc eingetreten wären, 
welche eine Mitarbeiterschaft am Bullettino für mich zur Unmög- 
lichkeit machen, uml au erlunbo idi mir denn, hier meine GegeD- 
bcmorkuugen zu veriifteiitlicbeu, damit es nicht scheinen möge, qni 
tacet, conucntire vidclur. 

Diu erste Ausstellung des Herrn T. Zebrawski, M. d. A. d. W. 

7.. K., (lasa ich den Aufang des Vaticaumanuscriiites Codex Urbini'' 
205 in folgender Weise habe abdrucken lasscD: 

„Voritatis amatori fratri Woilhelmo de morbeka voytelo" 
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«n < j[y2^ (^ const.) 
unter R einen Rechten verstanden. Sei 

dann gehören zur Ciasso w» _ » alle a;, für welche 

An = An COS-^n ^ C — c/^ (2) 

daher ist die Länge des stetig zusammenhangenden Intervalls, wenn 
man 

Bn cos i/m = c — rf* (3) 

setzt, 

2 

= ~ Vn 
n ' 

oder, wenn Bn <ic—d'^ ist, = 0. Die Anzahl dieser gleichen Inter- 
valle wird bestimmt durch 

«a ^ 4ä?R + ^n — t'w ^ iiß 

ist also bis auf einen echten Bruch 

_ ß-a 

ihre Snmme, welche nicht grösser als das Gesammtintervall sein kann, 

ß — « = ß — tt 



woraus: 



^h^i7h<^V2 (4) 



also nach (2): 

^H>i^»co8(Z)y2) 

Nachdem hiermit ersichtlich ist, dass Bn nicht ins unendliche wachsen 
kann, dass also zu setzen gestattet ist 

Bn <C «* (« const.) (5) 

bestimmen wir nun näher 

d 

e 
dAnn ergiebt die UngL (4): 

./V2 



dftnn wird z bestimmt durch 

2t-cos(a;— A) = u (I) 

Hierbei ist vorausgesetzt i-, ^ r^. Schneiden sich die Secautec, so 
ist a als negativ za botracbteu. 

Zur Constraction verläagere man AC über C hioaiis uud trage 
CB voQ C aus nach beiden Seiten auf die Gerade, so dasa 

AD = r, — r,; AE = i-j + r, 
wird. Nun mache man 

Wld. CAF=y 

und ziehe die Lote DF, EG auf ^i." und AG auf A 
die Scbnittpnnkte F, G bestimmen. Dann bcscbreibi 
deren Durchmesser AF und AG; diese schneiden sich 

Ä1{=U 

und bildet mit AC den Winkel A. Nachdem u und 
construirt man x uach Gl. (1) uud trägt x — y au C 
um als zweit« Schenkel CM und CN zu finden. 
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6. 

Rationales Breieck, dessen Seiten anf einander folgende 

ganze Zahlen sind. 

Sind die Seiten eines Dreiecks 

=» n — 1, w, u-f-l 
und n ganze Zahl, so ist der Inhalt 

J = iVBnV— 4) 
rational, wenn 

n» — 4 = 3m« 
und m rational ist Es folgt dann: 

Ungerade n können wir sogleich ausschlicsscn, denn für den Modul 4 

würde 

w2— 4 = 1; 3m« = 3 
sein. Sei also 

n «=» 2p ; m =s ^q 

dann wird die Bcdingnngsgleichung: 

l>2-3g««l (1) 

und 

^ « 3pg 
ist immer ganze Zahl. 

Setzt man für jede ganze Zahl k 

/>k+i = 2pk4-3gi; gjfe+i == /)jk+2(?k (2) 

so wird 

p^k-\-i — 3<7**+i = ph — 3^** 

und p*+i, gfc+i eine Lösung von (1), wenn pjk, qk eine solche ist 
Aus (2) erhält man: 

i)*+l — ^pk — 3^* = (Pk+l — pi — 2^4 «= 

— 2pjk + 47)jfc-i + 63*-! = — 2(j[jk + 2pjk-i +454-1 = 

^qjk — 3p*-i — 6(pk «= pk — 2pifc-i — 3<]fk-i = 

woraus durch Addition: 

pk+l — 4pk+pk-i = 0; qjk^i — A:qk-\-qk-\ = 

Demnach sind pk und qk Lösungen derselben Gleichung. Nun ist 



oder, weil pg = 1, qo =^ : 

(2 + y3)' + (2_yS)> 
PI 2- 

(2+V3)'-(2-v'3)' 
„ _ 2,>3-- — ;- 

Hiernach haben wir folgoDde einfach unendliciie Uviiiu vuu Lu^uii^ 

/.■ = U, 1, 2, ... 
Diu kloiiiEteu Zahlen liaraue siuil: 

h Scitcu Inhalt 



Ol 3 1 4 ' r. 2.3 

1 ' 13 . 14 If' 2^.3.7 

2 ■ 51 ' Ml hS 2.3=.5.13 

3 193 : 194 195 : 2^.3.7.97 

4 ' 723 , 724 725 i 2.3.19.1S1 
5! 2701 2702 1 2703 2*. 3*. 7. 13 .193 
6 10083 \ lO^WA '. \«WS& . ■l.-i.\\.,T\..^521 



übrigen als Fauctioncii botraclitct. Als snklie hcisst daün r nuab- 
hängig nneiullicb gross. 

Ist mm /(x) gogoiione Function der unabluugigcii UDeiidlicli- 
grossen ;r, so liandolt es sich in der Praxis ilor Aualysia darum, ans 
der Eigcuscbaft vüii a- auf die \oii f(.v) SclilüsBe zu machcu. Es eat- 
stelit Uic Frage: Folgt aus x = x und der Bestimmung von/, i" 
/{sc) =: x ist? Nach bisheriger Delinition ist dies niclit der Fa^ 
•leaa aus x'^ c liisst sich uiclit immer eutselieiden. oli (rieici 
/(.t) >■ c sei. '/.. B. kann man na<'h lleliebon 




E asf dpämihclK' CtirvcL — ii-Lbi: BcDHtrlimpnL nttfr 
die TbLtB» der klciiHRii ^oaör&i'. — L' I'^.ri. TfhK ouiip^ Xv- 

— Sillel: Smtr flhar dif imKa Lii:vi;jjaiii>>-i^ tl «c'idH>x öit Air- 
vesdBng ära- Hetfaudc der BSB)i~::f- i>"i '.' HmiiitKiiflfii; fbur; 
StHlrc-Aaz: 'Bcw^ut Tvatr. den. rBfi-u! i>:-ji'.'i. luaninifir'.sr-iiiai Sau 
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